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On the Limit Theorems for Convolutions 
of Distribution Functions. 1. 
An Analysis in the Weierstrass Norm. 


By Harald Bergström in Göteborg. 





10. The limit problem for eonvolutions of d. f.’s. Notations. 


Consider double sequences {Fı(n, z)} of d. fs, k=1,2,..,n=1,2,.... Define 


b: je for A=k, 
Fu(n, x) = Fr;ı(n, 2) frriA=k+l, 
[Fi (n, x2)#*''*Fıln,z) frriA>k-+1. 


Let further {k„} be a sequence of positive integers, which tends to o as n— oo. A 
fundamental problem in the theory of probability is the following one. When does 
Fox, (R, x) tend weakly to ad.f. F(z) aan — oo? We shall consider this problem under 
the following restrietion. 

Condition C: 1° F,(n, x) > F,(x2) (n— oo) with d. f.s F,(x), uniformly in respect 
to k fur any continuity point of all F,(x). 2° F,(x) > e(z) (k— &). 

If here F,(z) = e(x) for all k, we say that {F,(n, x)} satisfies the condition C,. 

The general solution of the mentioned limit problem under the Condition C, has 
been given by Bowly and Khintchine. 

The condition C can be stated also in the following form 


F,(n,x)>F,(z2)e D (n— oo) for any k, 
F,(n, x) > e(x) (77 u 


k- oo 


(10. 4) 


It can easily be proved that the two formulations are equivalent. 


According to Theorem 9. 5 (compare also the remark at the end of Section 9), we 
further can give the C-condition in the following forms 


N,„[F,(n, x) — F,(2)] > 0 (n — oo) 
(10. 2) (uniformly in respect to k), 
N,[F,(z) —e(2)] > 0 (k> ©), 
and 
N,[F,(n, x) — F,(2)]>0 (n— oo), 
0. n- 
. Nm a)—etal-0 (En) 


’ 
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When we consider convolutions F,, (n, x) for a sequence {k,} of positive integers, 
we shall always assume that {k„} is non decreasing and k„— oo as n— oo. It may be 
observed that this is no essential restriction, since we can introduce new components 
e(z) and e(x) is unit element for the convelution operation. 


We call {F;(n, x)} centered if 


(10. 4) limsup 2 | [ zdFı(n, x) |< for & << 
€ 


n>» k=1||z,s 
and centered in the W-norm if 
(10. 5) lim sup EN [F,(n, x) — e(z)] < © 
n>» k=1 


for any o >0. According to Lemma 8.1, {F,(n, x)} is centered if it is centered in the 
W-norm. 
We call {F,(n, x)} a C- (C',-) sequence (for n) if it satisfies the C- (C,-) condition. 
To any convolution Fu(n, x) of d. f.’s F;(n, x), we associate the function 
fun, 2)= 5 [Fıln, x) — :(2)], 
i=k+l1 
which obviously is a normal q.d.f., and call f,.(n, x) the associated q.d.f. of Fu(n, x). 
The notations introduced in this section shall constantly be used in the following. 
At last we remark that G,.(x) denotes the function defined by the convolution 


GL +1(2) % Gyr2(2)°*'* GC, (2). 
Thus Gu(z + m) denotes the function obtained from G,(x2) when x is changed against 


x + m — not the convolution of the functions G;(z + m). We easily find that, with this 


notation, 
Grs1(2 + m) 8% Gries (0 + m): *-*G (x + m) = Gulz + (A— k)m]. 


11. On relations between convolutions and their associated q. d.f.’s. 


To begin with we give some elementary identities in a commutative-algebra R over 
the rational numberfield. Let a, and b, (k=1,2,...) belong to A, and let R have a 
unit element e. We use the notations 


Suk=A, 
Ad; = 1 Aı;nm Vk=- i+ R; 
Gzıdıayza "a, ifk>i+1. 


Let 5, have the corresponding signification. Then the identity 


pr 
(11.1) Ay -— bp = Z (ar — bı) Age 1 dp 
k=1 
holds. It can immediately be verified. We have here taken the indices 1,2,..., p in their 
natural order. Permuting these indices in (11. 1), we get p! identities of the form (11. 4), 
where the left side is the same in all such identities. Adding the identities, and dividing 
by p!, we get a symmetric identity of the form 


p 
(11. 2) ag — bop = Zlar — bı) Yr, 
k=1 
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where all y, belong to the algebra R. Obviously p! y, is a sum of p! products of the form 


(11.3) u BREKE 72 Bien a 7, b,,_. 
where 91, 9%, - 5 941°" 9%p-ı are the numbers 1,2,..,k—1, k+1,...,p in any 
order and r is any of the numbers 0, 1,...,p — 1. We also observe that, according to 
the symmetry, y, and y,, are transformed into each other by the substitution k—j, 
j— kin the indices of all those products (11. 3) which determine y, and y,. Hence 
4(p)) L(pı) 


(11. 4) pye— y) = F(a,; —aı) Aw + Z(b;— bi) Bin, 
v=1 v=1 


where A,,„ and B,, are of the form 


aa. a,b 


vı v9 v. Er le y-2?’ 
Y5 Pay. 9%p-g all unequal and unequal to k and j. 


If all a, and 5, belong to a certain semi-group, A,,„ and B;, thus belong to the 
same semi-group. 


Consider now the linear set R(D), which is made to an algebra over the rational 
(real) numberfield, when the convolution is introduced as a multiplicative operation. 
Putting then a; = U;(z), b; = V;(x), with d. f.’s U,(x) and V,(x), we find that every y; 
as mean value of d. f.’s is itself a d. f. Using this fact, we can show 


Lemma 11.1. /f U,,(x) and V,,(x) are convolutions of d.f.’s with the associated 
g.d.f.'s Up(x) and vo„(x) respectively'), then 


N,[U, — Vo, S N, [u — %,] + 0,(0), 


where 







=, EN (U, U] + NUM NN: 


p 


Proof. Applying the identity (N. 2), we obtain 


u 
NR | EU V% |. 


where all y, are d. f.’s. Putting 





and observing that then y is a d. f., we/get 
/p o o 
11.5) NL — Wal = N, VER io + 9] 
‚L=1 


<n, zu — va] + v, |zuW mn]. 


Here 
S 


p 
ZU, — Vi] = un — vop- 


i=1 





'0) The notations are the same as in Section 10. 
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By the definition of %, we further have 


p 
(11. 6) yu— 9 = — Fly — Y) 
j=1 
and by (11.4) 


4 (09 


43 
pI zZ (U,—U)%*Ay» +(V,; — Vi) * Bio}: 
"y=] h 


wur ® 
Thus we get 
(11.7) N,UU;—V)* (y, — Y)] 
< 3 {N,UO;, — VW) % (U, — U)] + N UU;,— V)% , — W]}- 
Combining (11.5), (11.6) and (11.7), we get Lemma 11.1. 
Now we state 


Lemma 11.2. Let {U;(n, x)} and {V;(n, x)} be sequences of d. f.’s which are centered 
in the W-norm and let 

1° N,„LU;(n, 2) — H,(2)]-0, N,[Vi(n, x) — H;(z)] > 0 
uniformly in respect ti for iz 1lasn— oo, where all H,(x) are d. f.s. Then we have 

1° lim sup {N,[U,.(n, x) — V,,(m, 2)] — N,[u,,(n, x) — v,,(m, 2)]} s 0 
and this holds uniformly in respect to kand A fori sk<z<A< oo), 

Remark. If the d. f.’s U;(n, x) and V;(n, x) depend on another parameter r belonging 
to a given set, and if the sequences are uniformly centered in the W-norm in respect 
to r, and if U;(n, x) and V;(n, x) tend to H;(x) in the W-norm, uniformly in respect 
to r and i, then 1’ holds uniformly also in respect to r. 

Lemma 11.3. /f {U;(n, x)} and {V;(n, x)} are C-sequences and centered in the | 
W-norm, then we have 


lim sup |lim sup {N,[U, , (n, 2) — V,,, (n,2)] — N ,[u,, , (rn, 2) — v,,.(n, =} <0 


uniformly in respect to k,,ky, A, Aaforrrsk, SA, <oandr<k, <A,< w. 
Proof of Lemma 11. 2. Consider the inequality of Lemma 11. 1 and put U,= U;(n, x), 9 
V; = V;(m, x). Writing 
UV—-W-U—H+H—V, 
U,— U= U,— e(x) + e(x) a U,;, 
and using the remark on Theorem 8. 1 we easily get 
N,IKU,—V)* (U, — U,)] 
Ss c{N we [UY,—H)+ N y:lV; — H}]} {N,[U, — e(2)] + N,[U;,— e(2)]} 
with an absolute constant c. 
Hence we obtain from Lemma 11.1 
(11. 8) N,LU,, — V,]— N,[u, — v,,] 
< ec {sup N y;[U,—H;]+ sup N [Ih — H;]} 2 {N,IU,— e(@)] + N, — e(@)]}: 
>r i=1 


i>r i 


!t) what means that the right side for finite n an! m may be given as a funeticn e(n, m) which is inde- 
n — co) 


pendent of k, A and tends to 0 as m oc)" 





- 
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Let now U, = U,;(n, x) and V; = V,({n, x) satisfy the conditions of the lemıma. Then the 
infinite sum on the right side of (14.8) is uniformly bounded in respect to n and m. Hence 
the left side of (11. 8) tends to 0 as (" E 2) . This also holds forr = 0. Hence the lemıma 
is proved. It is easily seen that the statement in the remark on the lemma is true. 


Proof of Lemma 11. 3. Since we now have 


sup N „ys[U;(n, x) — e(2)] + sup N „ys[V;(n, x) — e(2)] —0 


we get the lemma in the same way as we have proved Lemma 11.2. 


12. Suffieient conditions for the convergence of convolutions of C-sequences, 
which are centered in the W-norm. 


To begin with we prove 


Theorem 12.1. /f {Fı(n, x)} is a C-sequence, which is centered in the W-norm, then 
{F,(x)} is also centered in the W-norm, and {fyr(z)} is Cauchy convergent in the W-norm 
(hence QM-convergent). 


Proof. Observing that F;(n, x) > F,(x) as n— oo, and applying Lemma 5. i,we get 
N,„[F;(n, x) — e(2)] > N,[F,(2) — e(2)] (n — ©). 


Hence, using the fact that {F,(n, x)} is centered in the W-norm, we get 


EN,[F,(@) — e(2)] = lim 3 N,[F,(n, 2) — e(a)] 


n>»oi=-l 


< lim sup EN,.IFn, x) — e(z)] < oo 


n>© i=l 


for every o >0. Thus the series $N ,[F,(x) — e(x)] is convergent and the sequence 
i=1 


{F,(x)} is centered in the W-norm. Since the series is convergent, it is Cauchy convergent 
and we obtain 


N,Uol2) — fat] = Nur) SE N,[F(a) — ein] - 0 


i=k+1 
i.e. {for(2)} is Cauchy convergent in the W-norm. 
Now we state 


Theorem 12.2. /f {Fı(n, x)} is a C-sequence, which is centered in the W-norm, and if 
For, (n, x)} is Cauchy convergent in the W-norm, then the following relations hold 


10 For(n, x) > F(x) (n >00, k- ©), 
20 Fu, (n,2)>F®(2)  (n- , k- oo), 
where F)(x) and F'®(x) are d. f.’s. 
Proof. Applying Lemma 11.2 and putting F,(n,x) = e(z) for k > k„ we obtain 
(12.1) lim sup {N,[F u, (9, x) — Fu (m, z)] — N,Un, (n, ) — fur„ (m, 2)]} <s 0 


n oo 
m—>® 
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uniformly in respect tokfori sk<sk„,i1 skSsk,„. Consider at first the case when 

k is a fixed number. Since and 
n— ’ 

N, [fo {n, 2) — fu (m, 2)] S N, Lo n, 2) — fa lz)] + Na lo m, 2) — fo (2)]>0 ( I Ku 


m— ©o 
and 


oo\ ith 
N h ’ Ba ’ >0 > 2. 
olfor, (n, 2) — for, (m, )] 28 intro 


we obviously have 
(12. 2) N,Ur, (rn, 2) — fr, (m, x)] > 0 
Hence we get from (12. 1) 
N,[Fu,(n, 2) —F;, (m, 2)] 0 ( 


ee | 


\. e. {Fur (n, x)} is Cauchy convergent in the W-norm for fixed k. Owing to Theorem 9. 6 
we then obtain 


(12. 3) Fun, 2) > Fi (2) (n— ©) 
with a d.f. F{®(x) for every fixed k. 

By the same argument we get 

(12. 4) For(z) > F® (2) (k > oo), 
and thus 

(12. 5) Fsr{n, x) > F (x) (n > 0, k— oo). 
Now we apply Lemma 11.3. Observing that 

N U, (R, =) fu (n, 2)] = N,[fos{n, &) — for (n, &)] 

and the fact that {f, (2)} is Cauchy convergent in the W-norm, we obtain 


(12. 6) lim [Bm N, U, (n, 2) — fu, (n, a))) =(. 
+0 


n>» 


Then we get according to Lemma 11.3 
lim (im sup N, [Fu (n, 2) —F„,(n, al) —=(. 


n>=© 


Using then (12.3), we obtain 
NIRP()—FP@1-0 (42%) 


A> 00 
Hence {Fi?(x)} is Cauchy convergent in the W-norm, and we get by Theorem 9. 6 
Fi? (2) > F® (x) (k > oo) 
with a d.f. F'?(x). 
Thus the theorem is proved. 


13. Infinitely divisible d. f.’s as limits of eonvolutions of d. 1.’s. 


Ad. f. F(x) is called infinitely divisible if there, to any positive integer n, corresponds 
ad.f. F„(x) such that the n-fold convolution of F„(x) by itself — notation F*"(z) — is 
equal to F(z). We shall prove in Section 15 that F„(x) is always uniquely determined by 
F(x), if F(x) is infinitely divisible. 





Bergström, Limit Theorems for Distribution Funetions. 11. 7 


From now on we consider a C-sequence {F;(n, x)}, which is centered in the W-norm 
and such that {f,, (2, 2)} is Cauchy convergent in the W-norm. We have proved in 
Section 12 that then 


(13. 4) Fy,(n, x) » F® (2) (n— oo, k— oo) 


with a d. f. F'®(x). Now we show that F‘®(x) is infinitely divisible. For that reason we 
introduce the functions 


1 
(13. 2) x(A,n, 2) = e(2) + Ten ar (Rı x) for A <kn, 


e(2) for AS Ku, 
which obviously are d. f.’s. These d. f.’s satisfy the condition 
(13.3) N,[k„(x(A,n, 2) — e(2))] = k,N,[x(A, n, 2) — e(2)] 
= N,fu,(n, 2] < £N,[F,(n, ©) — e(a)]. 


i=1 


If we define 


(13. 4) X«(A,n,x) = | 


x(A,n,x) fork <Sk,, 
e(x) fork > ku, 


we find by (13. 3) that {yı(A,n, 2), k=1,2,..,n=1,2,..., is a C,-sequence and 
that it satisfies the C,-condition uniformly in respect to A. Further (13.3) shows that 
{x«(A, n, x)} is centered in the W-norm, uniformly in respect to A. 


We shall now consider convolutions %o»„ (A, n, x) = x*"*(A,n, x) for non-decreasing 
sequences of positive integers %,. To begin with we state 


Theorem 13.1. 
x*Hn(A,n,x) > F®(x) (n- », A> oo). 
Proof. Observing (13. 2) and (13. 3) we get by Lemma 11.3 
N,[F u,(n, x) — g*n(A,n,2)]>0 (no, A oo). 


Regarding then (13.1), we get the theorem from the last relation, according to 
Theorem 9. 5 (compare also the remark at the end of Section 9). 


Let [a] denote the largest integer which is smaller than or equal to the real 
number a. 


Theorem 13.2. /fd is any positive number and , = & ‚then 


x »(A, N, x) > Hal}, x) (n — ©), 
H,(A, x) > H,(x) (A oo), 
where Ha(A, x) and Ha(x) are d. f.’s. (It is H,(x) = F”(x)). 


Proof. We have 
kn md On 


where 0 < &%) <.d. Further we can write 
(13.5) mLx(A,n, 2) — e(2)] — xm[x(A, m, 2) — e(2)] 


fan, €) — 2 far (m, 2) — 2 far (n, 2) + 23 fax (m, 2). 
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Hence we get for the W-norm 


(13.6) N, [x,(x(4, n, 2) — e(2))— #„(x(A, m, x) — &(2))] 

SG Nellnm 2) Tamm 2) + Nenn 31 + E- Nllu,(m 2). 
Regarding (13. 3), we find that N,[/ a, (N, x)] is uniformly bounded in respect to A and n 
(for A <k,). Using then (12. 2), we conclude that the right side of (13. 6) tends to 0 as 
gap 


)- Applyıng Lemma 11.2, we now obtain 


/ 


N,[x*"(}, nz) — m(h, m, x)] > 0 E x oo) 


m — © 

and this relation, according to Theorem 9. 6 implies the convergence 
(13.7) x*n(i,n,x) > Ha(}, x) (n — ©) 

with a d.f. H,(A, x). Again applying Lemma 11.2, we get 
(13.8) lim sup {N,[x*"(k,n, x) — x*"(A,n, x)] 


n>@ 


en re N Ur, (n, z) U, Fan, z)]} 2 0, 


what holds uniformly in respect to kand Afori sksk,1sA<sk„. (Compare the 
remark on Lemma 11.2). Passing first to the limit n — oo, regarding (13.7), and then 
2. 

ER 


to the limit ( se, regarding (12. 6), we get 


/ 


N,[H,(k, x) — H,(}, 2)] — 0 er Er; 


> 


i. e. the sequence {H,(k, x)} is Cauchy convergent in tbe W-norm and then 
H,(k, 2) > H,(«) (k > oo) 
with a d.f. H,(xz). Thus the theorem is proved. 
In order to study H,(x) for large d, we shall use 
Theorem 13.3. Let {o„(d)} be a sequence of integers such that 0,(d) < k„, and 


On(d) 0 n— oo 
allg d- oo)’ 


then we have 


Kon(d) n — oo) 
ge® (An, 2) > e(2) En: 
and this holds uniformly in respect tt Afor1<SA<k,. 
Corollary. H (z) > e(z) (d> »). 
Proof. Applying Lemma 11.2 we get 
lim sup {N, [2a n, 2) — ea LO Nun al} So, 


n>®» 


and this holds uniformly in respect to k and d. (Compare the remark on Lemma 11.2). 
From the last relation we obtain 


Nam —etl-0 (42<) 


d- 





unife 
of St 


and 


Thus 
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uniformly in respect to A. Applying Theorem 9. 6 (compare also the remark at the end 
of Section 9), we get Theorem 13. 3. The corollary is obvious. 


Theorem 13.4. F'? (x) is infinitely divisible. 


Proof. Let d be any positive integer, %, = Br and kn = „d + 0. Then we have 


the identity 
x" n(A,n, x) = [x*"(A,n, a2)]“ #x*% (A,n,e). 
Passing to the limits n — ooand A — ooin order and regarding the Theorems 13. 1, 13. 2, 
13.3 and 9.7 we obtain, first 
H,(), 2) = H}*(A, 2), 
and then 
F®(z) = H,(x) = H%“(x). 
Thus Theorem 13.4 is proved. 


14. Some necessary eonditions for the eonvergence of convolutions of d. f.’s. 


When we here consider sequences {F,(n, x)} of d.f.’s, we define F,(n, x) = e(x) 
for k > kn. We state 


Theorem 14.1. /f all F,(n, x) are symmetric and Fun; x) tends to ad.f.asn— 
then we have the following estimations 


lim sup | fu, (n, &) | 


n>x»o 


en: for x +0, 


>0 |z|- ©, 


limsup f =?df, (n,x) <oforn<o, 


n>a |z2lsn 


and {F,(n, x)} is centered in the W-norm. 


Corollary. /f {F,(n, x)} is a C-sequence (F,(n, x) not necessarily symmetric) and ij 
Fun, x + An) tends weakly to a d. f. for suitable constants A, as n— oo, then 1° still 
holds. If furthermore {F,(n, x)} is centered, then it is centered in the W-norm. 


Proof. We apply the identity (11. 1) to the convolutions e(z) = &**'r(x) and F ,,(n, 2). 
Then we obtain 


14.1) el) —Fu,ln,2) = Zlela) —Fıln, 2] % Fu (n, 2). 


Denoting the Weierstrass transform of Fu, (n, x) by F,, (n, o, x), and observing that all 
d. f.’s to be considered are symmetric, we get 


[e(x) — Fı(n, x)] * Fi, (n, q, x) [Fu,n, 0,0 — t) d[e(t) — F;(n, t)] 
= [ter,,n, 0°, z) — Fu, {n, 0, — t) — Fu, (n, 0,% + t)] dF.(n, t). 
0 


We easily verify the relation 


(14. 2) 2F,..,(n, 0, 2)—F,,(n, 0,2—1) —F,,(n, o,c+l)= (2 =) * Fu, (n,®), 
where k(x, t) is defined by (8. 2). The Weierstrass transform of the identity (14. 1) may 
then be given in the form 
1.3 9) Fun 2)= 2 | K(O, 2) * Fun, 2)]dFun,d, 
o n se, o’o n 
N} 
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We shall show that z and o may be chosen such that the function .(14. 2) is non- 
negative for allt > 0, when n is sufficiently large. 


For arbitrary d.f.’s G(z) and H(x) and x > 0 we have 
(14.4) 1—G(z) x H(a) = [U Ge —1)]aH(ı) > 1 — G(22)] faHtı), 


and thus, if H(xz) is svmmetric, 
1—G(2z) <2[1 —G(r) x H(x)]. 
Hence we get 


(14. 5) t— Fun, 2) S2|1—Fu, (m 3) 


Let now Fo: ({n, x) converge weakly to a d.f. F(x). Then, to any given positive 
numbers e, and o, we can choose o sufficiently large and then n,(&,, 00) so large that 


x € 
1— For, (n 3) < > 
for zZ 00, n > ny(£&0, 00). Hence we obtain by (14.5) 
(14. 6) Fan, 2) >1—& 
for 22 00, n > ng(£o, 00). 


Any d.f.’sG(x) and H(x) also satisfy the inequality 


G(x) * H(x) = [se«-n dH(t) > (5) [ao Pa c(3 


Hence we get from (14. 6) for x Z 200, n > ngo(£o, 00) 
Fa, (R, 0, x) bu (1 REN &0) D(o). 
Now we assume that we have choosen o so large that D(p) >1 — = and e, so small 


B . Then, for 1 sk <k,, 2 Z 200, n > n.(£o, 00), we obtain 


that &, < 16 


Br 
Fun, 0, x) >1- ep 
and by (14.2) fort> x = 200 


x dt 7 1 1 
(14.7) KO.) Fun >25 3 —1=7- 


Consider the function (14. 2) for 0 <t < 2g0, x = 200. We always have (compare 
section 8) - 


)sz lem! 


and by (8. 4), for 0 <z<3a,0<sı<, oe=>2, 
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Since k(x, t) is an increasing function of t fort >0, x >0, we thus surely have 


t e 70\ 
en -. i Z en 
:-.) 2 104 ® (2) 


for oo <re <300,0 St<s2eo,o>2. Then, for x = 200, we obtain 


oo 


* Fu, (n, 2) = f k (” $, =) dF,,(n, &) 


7o\| e ” 
(3) | [arena Zlewı far. 9, 


and according to (14. 6), 
2! ed) 
(14. 8) k(&, 5) * Fur, > 
with 
1 | [73 7 [73 
ce)= 5 ® (2) 1-20) 20 |® (4) | 
fr 22200, 0 St<S2oo,n >no(&o, 00), 1 Sk<S kn. 


1 
16° EB 
so small that c(o) >0. Then the function (14. 2) is non-negative for all t>0, when 
ısksk„,2=2oo, n >ny(&, 00). Passing to the limit n — oo and observing that 
Fu, (n, €) —>F(x) as n— oo, we find by Theorem 9.7 that Fo, (n, z)>F(o,x) as n— . 
Using the inequalities (14. 7) and (14. 8) we get from (14. 3) 


To given o, satisfying tlıe conditions ®(o) >1 — : oe = 2, we choose &, < 


hy . 
lim sup 3 dF,(n, t), 


n>» k=1 
200 


(14. 9) | D(20) — F(o, 200) | 27 


kn = 
(14. 10) | ®(20) — F(o, 200) | = e lim sup 5 rar, t). 


n>® k=1 
0 


These two inequalities imply the inequalities 1° and 2° of Theorem 14. 1. Observing 
that the d. f.’s are symmetric, we then find by 3° of Lemma 8. 1 that {F,(n, x)} is centered 
in the W-norm. 


In order to prove the corollary, we remark that the weak convergence of 
For, (n, 2 + A,)toad. f. F(z) implies the convergence of Fu, (n, © + A,) toF(x) and thus 
the weak convergence of Fa, (n, 2+4A,)% Fa, (n, 2 + A,) = Fu (n, 2) * Fu, (n, x) to 
F(x) * F(x). Then the sequence {F;(n, x) * Fı(n, x)} satisfies the conditions of Theorem 


14.1. For a C-sequence {F,(n, x)} there exist positive numbers k,(z) and n,(z) to any 
number z > 0 such that 


Fıln,a) >3, Fıln,a)>} 
for k > ku(z), n > n,(z). Using (14. 4), we thus obtain for 2 >0,k >kul2),n > no(2), 
1—F,(n,2z) <2[1 —F;(n, x) x Fı(n, x)], 
1— Fy(n, 22) <2[1 —Fı(n, x) # Fı(n, 2)]. 


Since 1° of Theorem 14. 4 is satisfied for the sequence {F,(n, x) * F,(n, x)} we find by 
the last inequalities that it also holds for the sequence {F;(n, z)}. 
y* 





12 Bergström, Limit Theorems for Distribution Functions. I1. 


For the proof of the second statement of the Corollary of Theorem 14.1 we shall 
use the following inequality, which holds for any d. f.’s G(x) and H(x), 
(14.11) f =?d[G(2)x H(x)]2 f z°dG(2) [ dH(x) 
| S&/2 jz| = &12 


2|Se jz]S 


+ J dH (2) f d6(2) +2 J +46 (2) f zdH (x). 


It is sufficient to prove this inequality for Weierstrass transforms of d. f.’s, for if it is 

true for Weierstrass transforms of d.f.’s then it is also true for the d. f.’s themselves, 

what follows by Corollary 1 of Lemma 5. 1. Weierstrass transforms of d. f.’s, however, 

have continuous derivatives of all orders, and for d. f.’s having continuous derivatives 

we obviously get, according to well-known properties of Riemann integrals, 

f #d[G(z) #* H(x)]= Sf (+ u)G’(t) H'(u) dedu zZ ff (t + u)?G’(t) H’(u) didu 
€ lt| > <i2 


x t+uı<se 
ju| s &/2 


: Sf edWd f H(u)du+2 [ ıtG()dt [ uH'(u)du 
11282 £/2 


ul S 8/2 el <ej2 lu 


+ f wH'(u)du f G(tl)dt. 
ul >£2 je] z 8/2 


Now we choose the positive integers k, = k,(£) and n, = n,(£) so large that 


f dF(n, x) > a 


for n>no(E), k>kolE). Putting G(x)=F,;(n, x), H(z)=F,;,(n, x) forrk=k,+1,.. ., An, 
and adding the corresponding inequalities (14. 11), we easily obtain 


ı 


y [ »dF;(n, x) 
k=ko+l |2|Z 82 


kn In 
u f =d[Fitn, ©) % Fıln,a)] +8 2% 
P < k=krl 


+1 |z|s®& 


f «dF tn, x). 

Since 2° of Theorem 1%. 1 holds for the sequence {F,(n, x) * F,(n, x)} and {F(n, r)} 
is centered, we find by the last inequality that 2° also holds for the sequence {F,(n, x)}, 
and then by 3° of Lemma 8.1 that {F,(n, x)} is centered in the W-norm. 


15. A uniqueness theorem for infinitely divisible d. f.’s. 


In our analysis of distribution functions, we are using the Weierstrass transform and 
the Weierstrass norm. We shall use the Fourier transform, however, in the proof of a 
uniqueness theorem. Then we shall need only the very definition of the Fourier transform 
and some of its simplest properties. 

The Fourier transform, also called the characteristie function, of a d.f. F(xz) is 
defined by 


ft) = ferzdr(«). 


This integral exists, since e‘ is continuous. 
It is easily seen that f(t) is uniformly continuous and | f(t) | 1. 


Theorem 15.1. /f F,(x) and F,(z) are d. f.'s with the characteristic functions f, (t) 
and f,(t) respectively, then f,(t) fs(t) is the characteristice function of F,(x) * F,(z). 





This 
F,(*) 
of Le 


hd), 


eonti 


ft) \ 


Integ 
order 
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Proof. Putting F,.(2) = F,(x) * F,(x) and assuming that F,(x) and F,(x) have 
continuous derivatives of the first order, we get, according to well-known properties of 
the Riemann integral, 


BD 


fewF,ta)de = ferdz [Fe —HFy&)de= f fetmirie) Fin) dedn 


. ferar,ca| fear). 


This relation proves the theorem in our special case. Thus it generally holds if F,(z) and 
F,(x) are changed against their Weierstrass transforms. But then we find by corollary 1 
of Lemma 5. 4 and the relation above, that it also holds for F,(x) and F,(x) themselves. 


Theorem 15. 2. /f F,(xz) and F,(x) are d. f.’s with the characteristic functions f,(t) and 
fz(t), and if fı(t) = falt) then F,(x) = F;(x). 


Proof!?). We first prove the theorem in that special case, when F,(x) and F,(x) have 
continuous derivatives of the first order for all x. 


Let r be any real number and put Fi(xe+r)— F;(x +r)= p(x). The relation 
f(t) = fa(t) then implies 


Sept) dr = eh) hl] = 0. 


Integrating this relation in respect to t over the interval (— £, £) and observing that the 
order of integration may be inversed, we get 


© 


f m e y(z\de=0 for all €. 


} 


Integrating the last relation in respect to £ over the interval (0, k), we obtain in the 
same way 


f er p(x) dx = 0 for all h. 


Changing kx to x, we thus get 


| f 1—mE „(Zar=0. 


—@® 


Since h may be any value we can pass to the limit k — oo. Then we get 


x 2h e 
olz)ae sy [Irwla-0 Mo), 


(h- oo). 


'?2) We could apply the inversion theorem of the Fourier transform, but our direct proof is more elementary. 
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Thus 
p(0) = Fir) — Fa(r) = 0. 
This holds for any r, and then F,(x) = F,(x). 


If F,(x) and F,(x) are any d. f.’s and their characteristic functions are identical, their 
Weierstrass transforms F,(o, x) and F,(o, x) have also identical characteristic functions, 
according to Theorem 15. 1. Then, by the just given proof, we have F,(o, x) = F,(o, x). 
Passing to the limit « > + 0 we get F,(z) = F,(x). 


From now on we consider infinitely divisible d. f.'s. 


Theorem 15. 3. /f F(x) is infinitely divisible and F(x) = F#"(x) then F,(x) is uniquely | 
determined by F(x) and n. 

Proof. Let the characteristic functions of F„(x) and F(x) be f„(t) and f(£) respectively. 
The relation F(x) = F*”(x) implies the relation f(t) = f?(t). Now the equation 


2" = fi) 
has the roots 
zı(t) = | fe) |Y* et +zrım 


when «{t) = arg flt), O Saft) <2n, k=0,1,...n—1. fu(t) is equal to some z;{t) 
for every it and since it is continuous it can pass from one x;(t) to another x;(t) only in 
the points where f(t) = 0. Thus the theorem follows if we prove that f(t) #0 for all. 
(It is then f„(t) = z,(t) since f„(0) = 1.) 


Obviously, F(z) is the limit of a sequence F*"(x) as n— oo. Then putting 
G(z) = F(z) * F(x), G„(z) = F„(x) # F„(z), we have also 


G*”(z) >G(x) (n > oo). 
By 1° of Theorem 14.1 we get 
1—G,(2) >0 (n — ©o) 


for every fixed x > 0. The characteristie function of G„(z) is equal to 


(15.1) &n(t) = 2 [eos xtdG,„(2). 


Assuming that f(t,) = 0 for some t,, we should get g(t,) = f(t,) f(t,) = 0, and, using the 
relation g%(t) = g(t), gn(to) = 0 for any n. Further we should have t, # 0 since f(0) = 1. 
We may assume that it, >0. Let now n > 0 be so small that 


1 — 008 1, X er frr0Osısn 


and n so large that 
1—6G,(n) ER 
Then we get from (15. 1) 
FE SR 


En(to) = 2 [ a6.) —2 [11—cos 2] AGu(a) 21-7 —g=Y: 


what contradicets the made assumption f(i,) = 0. Hence we conclude that f(t) never 
vanishes, and our theorem is proved. 
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16. On the uniqueness of eonvolution limits. 


When we consider d. f.’s given as limits of convolutions, we want to know if any 
two convolutions, when converging weakly, converge to the same limit. 


In this section we always assume that {F,(n, x)} and {G,(n, x)} are centered 
C-sequences and that Fa, (rn, x)} and {8u, (n, x)} are Cauchy convergent in the W-norm 
for sequences {k,} and {k’/} of positive non-decreasing integers k/, and k’/ tending to © 
as n » oo. Then we know by Theorem 12. 2 that the limits 


For({n, x) > F(x), Fu, n, x) > F® (x) no n4 
Gy{n, 2) >G" (x), G,,{n, x) >G”(z) | 


k oo, 


exist with d.f.’s F(x), F®(xz), G"(xz) and G'®(z). If (compare the C-condition) 
Fı(z) = Gı(x) for every k, we obviously have F“’(x) = G“'(x). In other cases it may 
be more difficult to answer the question if F’(x) and G''’(z) are equal or not. We shall 
not consider this problem here. 


For comparing F'®(x) and G'%(x) we have the following theorem. 
Theorem 16.1. It is F® (x) = G'”(x) if and only if 
1° Nu, (R, ©) — 844, (n, 2)] > 0 (n —- oo). 


Remark: The weak limits 
fir, (n, x) a f? (2), f 2’ df;,,(n, z) . «(n) 
Izısn 


814, (9, 2) = ee, 5 2’ dg.,(n, 2) > BP (n) 


lzlsn 
as n > 00, k > oo exist for v=1,2 where f'”(x) and g'”’(x) are normal q.d. f.’s and «”(n), 
ß?(n) are finite for finite n. It is F® (x) =G"(x) if and only if f(x) = g'”(xz) and 
«>(n) = P®(n) (v=1,2) for all n such that + n are continuity points of f(x). If 
f? (x) = g'”(x) and «”(n) = B”(n) for some n >0 such that + n are continuity points 
of f(x), then the last relation holds for all such points n. 

Proof. We may define F,(n, x) = e(z) for k >k/, and G;(n, x) = e(z) fork >k‘. 
Putting k, = max (k}, k‘/) for every n, we can obviously change k, and k‘) against k, 
without changing fix, (rn, 2), Fir, (0, %), Br, (n, 2) Or Gy,(n, 2). Thus it is sufficient to 
prove the theorem for k, =k) =k,. 


If 1° is satisfied we easily find by lemma 11.3 that 
(16. 1) N,[Fu,({n, x) — Gu,(n, 2)] > 0 (n— ©, k> ©), 


since {F(n, z)} and {Gı(n, x)} obviously are centered in the W-norm, when fy,, (n, z) and 
8or,(n, x) are Cauchy convergent in the W-norm. By theorem 9.5 (compare also the 
remark at the end of section 9) we get from (16. 1) 


(16. 2) F®(z) = G® (2). 


Conversely if (16. 2) holds then (16. 1) is satisfied, according to theorem 9.5. Let now 
F® (x), x(k,n, x), Hı(d, x) and H,(z) belong to the sequence {F,(n, z)} as in section 13 
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and let G'®(x), x(k,n, x), Hd, x) and Hı(z) be the corresponding quantities for the 


sequence {G;(n, x)}. Then, for , = =. we have the following relations, given in 


section 13, 
x"n(k,n, 2) > Halz), %*(k,n, x) > Hala) (n > oo, k- ) 
and 
H$‘ (x) = H$*(x) = F®(&) = G®% (2). 


According to theorem 15. 3, the last relation implies H,(xz) = Hi). Thus, by theorem 9.5 
(compare the remark at the end of section 9), we have 

(16.3) N,[x*"(k, n, x) — x*"r(k, n, x)] — 0 (n — oo, k— oo). 

Now we use the following identities, which are immediately proved 


%n—1 j 
0.4) Pr DR "a 


v=(0 


= mM) + mr — 2% (Wa — E(2)), 
W, 3 nt Ixy®. 


Obviously W, is a d. f. Hence we get from 16. 4, observing that 
ku — 5) = Im, (n, 2) — gu, (n, 2), 
(16.5) N,Ü,(n, ©) — gu, (n, 2] = kN. — 2] 
<a Ne] + N, (WM, ea)l- 


x 


According to (16. 3), the first term on the right side of the inequality tends to 0 for any 
positive integer d as n— 0, k— oo. Using the properties of the W-norm and applying 
theorem 8. 1, we further get 


(16.6) N,Iku(x — 2) # (W,— e(2))] 
< N, * WM, — e(z))] +N, (Eur, * (W,— e(2))] 
> ie {N, (844, J + N, Uhr, ; N, [(W,— &(z) ] 


with an absolute constant c. Obviously we have 
. 1 “n © .. o a 
W,. — e(x) = ri ZH n 2 e(2)) * ge a. (gr Te e(2))} 
N v—0 


and thus 


NW, — eta)] < I EN, — e@)])+ N,14” — ta). 


Nnı—=1 


Applying theorem 13.3 to this inequality, we get 


NW,—ea)l>0 (FL is 


d- 
Then the left side of (16. 6) tends to 0 aan— x, d— oo, and the left side of (16. 5) tends 
toO asn-— oo, k— oo. Thus theorem 16. 1 is proved. 


We get the statements in the remark on the theorem in the following way. 





intege 
passe: 
that | 
limits 
inequ 


Jou 
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Since Vor, (Rn, x)} is Cauchy convergent in the W-norm, the limits 
fan 2) Fa) EQ, Sz"dfa, tn, 2) > 2,(9) (n > ) 


:|sy 
exist according to theorem 9. 3, and, by theorem 9. 1, the limits 
for (n, x) > f(x) € 9 e | x’df,.(n, x) > «(n) (n— oo, k— oo) 
z|lsn 


also exist. Observing that 


Fur, (Rn, x) ze Fox, (n, x) u fox (n, 2), 
we then obviously get 


fun, (n, 2) > f?(2) = fa) — (a) E 0, 


S z’dfu,(n, x) > &,(n) — 0” (n) (n + 0, k-+ oo). 


lzlsn 


As in the proof of theorem 9. 1 we find that 


f zdf, (n, z) > «&”(n) (n— oo, k- ©) 
lzisn 


holds for all such 7 that + n are continuity points of f(x), if it is true for some such 
and if fu, (n, 2) > f?(z2)eQ (n— oo, k> oo). Using now theorem 9.3, we get the 
remaining statements of the remark. 


17. Necessary and suffieient conditions for the convergence of convolutions 
of centered C-sequences. 


Theorem 17.1. Let {Fı(n, x)} be a centered C-sequence. Then 

10 Fa({n,z)>F®(x), F,,(n, x) > F® (2) (n > oc, k— oo) 
if, and only if Vor, (R, x)} is Cauchy convergent in ihe W-norm (QM-convergent). 

Proof. If {For (R, x)} is Cauchy-convergent in the W-norm it is QM-convergent, 
according to Theorem 9. 4. Since it is also centered, we easily find by 3° of Lemma 8. 1 
that {F,(n, x)} is centered in the W-norm, and by Theorem 12.1 that the relations 1° 
are satisfied. 


Conversely, let these conditions be satisfied. Then, according to Theorem 9.7, we 
have 


F,(n, 2) > F® (x) # F®(z) (n > oo). 
Applying then the corollary of Theorem 14. 1, we get the inequalities 
Bi <ofor ze +0, 
(17.4) lim sup | for, (n, =) 1 6: tem 


(17. 2) lim sup f z?df,, (n, x) < oo for n<o. 


n>a lz|jsn 
Since {F,(n, x)} is centered, we surely have 


(17. 3) lim sup | f zdf, (n, x) | < for n <=. 


n>®@ lzisn 
Then, proceeding as in the proof of Theorem 9. 4, from the sequence N of positive 
integers we select a sub-sequence N such that {f,, (n, 2)} is QM-convergent when n 


passes to oo through N. It may be observed that the existence of a sub-sequence N such 
that for, (n, x) and its truncated moments of the first and second order tend to weak 


limits f(x), &,(n) and &,(7) respectively when n — oo through N, only depends on the 
inequalities above. We find by (17. 1) that f(x) necessarily is a normal q. d. f. 
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Now we prove the rest of Theorem 17. 1 indireetly. If N would contain a sub-sequence, 
such that for, (R, &,) >g +(x,) for a continuity point x, of f(x), when n passes to oo through | 
this sub-sequence, from this sub-sequence we could select a sub-sequence N such that ! 
Vor, (n, x)}wereQ@M -convergent, when passes tooothrough N, and then f,, 12, 20)>8g=+f(x,), ' 
as n — oothrough N. This, however, is impossible, since {fy;, (n, 2)},n € N and {f,, (n, 2)}, 

ne N are QM-equivalent, according to Theorem 16.1 and Theorem 9. 3. Thus we have ' 




































for (n, x) » f(x) as n— oo. In the same way we prove that f zdf, (rn, x) > «&,(n) and? nd 
n Iz M n 3 
E; dfy,,(n, 2) > &,(n) as n— oo. Thus we find that {f,, (rn, 2)} is QM-convergent. Then ? 
lzlsn 
it is Cauchy-convergent in the W-norm. Thec 
18. The limit problem for eonvolutions of general C-sequences. 
Consider general C-sequences {F,(n, x)}. We shall prove that the limit problem un 
for convelutions of such sequences can be reduced to that problem which has been solved ° 
in Section 17. Then we assume 
2 fora 
(18. 1) F,.(n, z) > FV(x), Fi, (n, x) > F®(z) (n >.00, k o oo), 
where F)(x) and F®(x) are d. f.'s. 
To begin with we state 2 Then 
Theorem 18.1. Vor, (n, x)} necessarily tends weakly to a normal q.d. f. | 
Let this normal q.d.f. be f(x) and let „, be such a positive number that + 7, are | 
continuity points of f(x) and of all F,(x). Putting 
Thus 
mı(n)= f zdFı(n, a), 
Iz]z m 
we introduce the normalized sequence {V;,(n, x)} by rn 
Vı(n, z) = F,[n, x + m,(n)]. 
We define V;(n, x) = e(z) for i >k, and state Now 
Theorem 18.2. 1° V,(n, x) is centered, Accor 
n>k 
2° dr (, ©) is Cauchy convergent in the W-norm, 
k ku 
30 YS m,(n) and 53 m;(n) tend to finite limits as n— ©, k— . 
Pa i=k+1 Thus 
Obviously the Theorems 18.1 and 18.2 reduce the general limit problems for Dh 
C-sequences to that problem, which has been solved in Section 17. | 
For the proof of these theorems we shall use ( 
Lemma 18. 1. Given positive numbers &, < & S &£,, a seguence {c;} of numbers such and o} 
that |c; |< &, for iS j, and a sequence {G;(x)} of d. f.’s. Then the following inequality hold ® 14.1 ; 
fr 1 s$<s 4 SnSg {Vitn, 
; Cauch‘ 
B x \ J ade +)— Sf 2dGi(a) + c;| toad 
i=1 |z|- le|lsr 
asn- 
= ” f dgoi(X) + (ee + &) f . dgo;(R). ( 
zlze—e -98<l2ı<Sı+t% 
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Proof. For the members of the sum, we get 
| S dla +) — Sf wide) + ei| 
ri. else 
=| Sf Ww—o)dGd(a)— Sf 2dGila) -+ ce; | 


l2e-g1=<$ lzIsn 


<|s| S dEs(2) + (a + le ) f dG;(2), 


lzIlse -|e; 4 —-|;|<sie]se+le;l 
and from this inequality we on get the inequality of the lemma. 

We are now going to prove the Theorems 18.1 and 18.2. Before having proved 
Theorem 18. 4 we shall only assume that + n, are continuity points of all F,(z). 

Using the C-condition and applying Corollary 1 of Lemma 5. 1, we get 

(18. 2) mı(n)> f zdF,(x) = mı (n > oo), 

IzIzm 

and 


Imin|Se+m [dFıln,2)-e rn 


k- oo 


2 foranye>(,i.e 
(18. 3) m,(n) —0 (ei a) 


k- oo 


2 Then we obviously have 
Vı({n, 2) >Fı(z + mı) = Vila), (n > ©), 
(18. 4) r - un 


Vı(n, x) > e(x) ten 
Thus {V,(n, z)} is a C-sequence. 

Since (18. 1) holds, F,, (n, z) tends weakly to the d. f. F(x) = F'(z) x F®(z) as 
2 n— oo. Then applying the Corollary of Theorem 14. 1, we get 


Fraurpie 


€E> oo 


(18. 5) lim sup ei ‚Ho, (n, x) | 


2 Now we use the inequality of ach 18.1 for G;(z) = F;(n, 2), «= m;(n), n= n%- 
2 According to 18. 3), we may choose an integer k, so large that | mı(n)| <e,/2 fork >k,, 
Un >k,. Hence we obtain from Lemma 18. 1, regarding (18.5), 


lim sup F- | f zdVi(n, 2) | < © for &<o. 


n>@© i=k,+l|z]| 
Thus {V;(n, x)} is centered. (By the made assumption, we have V;(n, x) = e(z) for 
i> kn.) 
Now we put 


(18.6) Au=— min) 


and observe that then Vor, (n, 2 + An) = Fu, (n, 2). Applying the Corollary of Theorem 
14.1 and using the assumption that F,,,(n, 2) tends toad.f. as n — oo we conclude that 
{Vı(n, x)} is centered in the W-norm. By Theorem 12. 1 we further find that v,+(x) is 
Cauchyconvergent in the W-norm. Then we find, by Theorem 12.2, that V,,(z) tends 
to ad.f. V'(x) as k— oo, and observing that V,,(x) is the weak limit of V,,({n, x) 
a8 1 — 00, we thus get 


(18. 7) Vor{n, 2) > V®(z) (n— oo,k- oo). 





20 Bergström, Limit Theorems for Distribution Funetions. II. 
By the assumption made, F,,(n, x) tends to a d.f. F®(z) as n— oo, k- 00, Now 


k 
V..(n, x) = For(R, +2 m;(n)) 
i=1 


and then surely 
k 
(18. 8) Zmi(n)> u (n > oo, k + oo) 
i=1 


with a finite number u, i.e. wehave 
(18. 9) V’(a)=F')(x+ u). 
We shall now prove that 
(18. 10) lim sup | A„ | < &. 


In fact, if this inequality were not true, the sequence 1,2,3,... would contain at 
least one sub-sequence N, such that | A, |> ©, n — oo, n € N,. Observing that, according 
to the Corollary of Theorem 14.1 and Lemma 8.1, {V,(n, x)} satisfies the conditions ! 
(17.4) — (17. 3), and proceding as in section 17, from the sequence N, we could select ® 
a sub-sequence N such that v,, (n, s) were QM-convergent. Then, according to Theorem | 
12. 2, V,(n, x) would tend to a d.f. as n—oo,ne N. This, however, is impossible, 
since Fr, (n, 2) = Vor, (Rn, x + A„) tends to ad.f. asn — oo. Thus (18. 10) is true. 


Now we put 
A 
k 


Using (18. 10) and the fact that {V,(n, x)} is a C-sequence, we easily find that {W;(n, x)} ° 
is a C-sequence. Further, using the inequality of Lemma 18.1 for G;(z) = F;(n, x), ; 


(18.11) Wilnz) = Vılmz + 


") = F[n 2 + mı(n) + Er). 


kn 
is centered and, in the same way as for {V,(n, x)}, we also find that {W,(n, z)} is ® 
centered in the W-norm. 


G = mı(n) + we find, in the same way as for the sequence {V;(n, x)}, that {W,(n, x)} ; 


We shall now show that W,,(n, x) and W,, (n, x) tend to definite d. f.'s aan — , R 

k — oo. Observing that 1 
kA, 

Warn, 2) = Vulma+ 7°): 

—k 


ku 
Wu,n, g),= Von, (n + k 


k 
A)=Fu,[ma— , A— Zmitn)), 
n in} 


we get by (18.7) and (18. 10), 

(18. 13) W ,(n, 2) > V’(x) (n— oo, k— oo), 
and by (18. 1), (18.8) and (18. 10) y 

(18. 14) W.,(n, 2) > F® (2 — u) (n— oo, k> oo). 


Having proved that {W,(n, x)} is a centered C-sequence which is also centered in the 
W-norm and satisfies (18. 13) and (18.14), we find by Theorem 17.1 that {Wor, (R, x)} 
is QM-convergent. Particularly we have 


wu, (n,2)>w(z), [ adw. (in, 2)> am) (no, k- oo), 
lzlsn 
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where w(x) is a normal q.d. f. and «'(») is finite for finite n. According to Theorem 12. 1, 
the limits 
Won, 2) > w (x), f zdw.,(n , x) > «| (n) (n > ©, k— oo), 
lzl<n 
exist, and hence also the limits 
Hy, (n, 2) > (2) = w(2) — (a) (n > oo, k-+ 00) 
and 
(18.15) [ zdwu,(n, 2) > (m) = (m) — (m) (n- ©, k- oo) 
lzlsn 
exist. 
Regarding the identity 
k 


WR, z) = 5 F, (" x + m;(n) + 1) ee) 


i=-k+1 


"(0 as n— ©, we then get 
kn 


Fur, (R; z) > w” (x) (n> ©, k— oo). 


and the relations m;(n) — 0 as (" Er oo) n 


\ 


By (18. 5), it is further easily seen that the limit 
for (n, x) > f (2) (n > 0, k— oo) 
exists with a normal q. d. f. f(x). Hence we have 
for, (n, ©) > fa) = fa) + w®(z) (n — oo), 
what is the statement of Theorem 18. 1. 
From now on we assume that + n, are continuity points of f(x). Applying again 
the inequality of Lemma 18.1 for G,(x) = F;(n, 2), c; = m;(n) + Fa sy. =28=%, 


and observing that | fu (n, x) | S | fu, (n, x) |, we obtain for 70> & 


k, 


j n - An 
(18. 16) FE na x) + k, 


i=k+1 |zl2 


f dfo, (n, 2) + (no + &) f dfo,,(n, x) 


iz m—& n-ao<sjz|smte& 


> el fl— + &) + | (no — &0) 1 + (no + &0) [f(— 0 + &0) 
— f— 10 — &0) + no + &) — no — &0)] (n — oo). 


Here &, may be choosen arbitrarily small, and then the right side of the inequality is 
arbitrarily small, since + n, are continuity points of f(x). From (18. 16) we get 


f zdw,. (n, x) + Me A„—>0 (n— oo, k- oo), 
no n 


215 


and then by (18. 15) 
An > — &” (70) (n > oe). 


Hence we get by (18. 14) 


Va, 2) = Wu, [ma A)+ Frau + aim)  (n- , k- oo). 


Thus we have proved that {V,(n, x)} is centered and that V,,(n, x) and Vu,(n, z) 
tend to definite d. f.’sasn — oo, k— oc. Applying Theorem 17. 1 we get 2° of Theorem 
18.2. Further we have proved that 1° and 3° of this theorem are satisfied. 
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Addition. 


The use of the special norm sup | f(z) # (2) for R(D) isn’t essential. There is 


a certain class of functions Ye R(D) such that Theorem 17. 1 still holds if ® is changed ® 
against Y. We have proved that this class is formed exactly by all functions Ye R(D) } 


with Y(o0) + 0 and with continuous second derivative in (— ©o, oo), which tends to 0) 


as |x|— oo. It may be observed that we then require that D (as subset of R(D)) is } 


closed in the norm sup 'f(&) v(2) ; 


Eingegangen 31. Juli 1956. 
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An Interpolation Series for Continuous Functions 


of a p-adic Variable. 


Meinem Lehrer C.L. Siegel zu seinem 60. Geburtstag gewidmet. 
By K. Mahler in Manchester. 


The theory of analytic functions of a p-adic variable (i. e. of functions defined by 
power series) is much simpler than that of complex analytic funktions and offers few 
surprises. On the other hand, the behaviour of continuous functions of a p-adic variable is 
quite distinet from that of real continuous functions, and many basic theorems of real 
analysis have no p-adic analogues. Thus there is no simple analogue to the mean value 


theorem of differential calculus, even for polynomials like (3) ; there exist infinitely many 


linearly independent non-constant functions the derivative of which vanishes identically; 
and if a series f(x) = $/,(x) converges and the derived series g(2) = 3 f,(x) converges 
uniformly, g(x) still need not be the derivative of f(x); ete. 

The main paper on the subject is that by J. Dieudonne, Sur les fonetions continues 
p-adiques, Bull. Sci. Math. (2) 68 (1944), 79—95. I mention, in particular, his p-adie 
analogue to Weierstrass’s theorem on the approximation of continuous functions by 
polynomials, and his existence theorem for differential equations. Most of his paper deals 
with the more general class of p-adic valued continuous functions on compact totally 
discontinuous spaces and falls outside the subject of this note. 


I had already become interested in the subject before I learned of his paper. Earlier 
this year, J. F. Koksma (who then also did not know of Dieudonne’s work) suggested to 
me that there should be a p-adic analogue to Weierstrass’s approximation theorem. The 
solution which I obtained finally proved to be very different from that by Dieudonne. 

There is no great loss of generality in restrieting oneself to functions f(x) on the set / 
of all p-adie integers. The subset J of the non-negative integers is dense on /. Hence a 
eontinuous function f(x) on / is already determined by its values on J, hence also by the 
numbers 


An = z-[;)ie—r (n=0, 1, 2,.:.). 


k=0 


I prove that {a,} is a p-adie null sequence, and that 
- x 

a = Z) 

for all x€ I. Thus f(x) can be approximated by means of polynomials. 


I further study conditions for the a, under which f(x) is differentiable at a point, 


or has a continuous derivative everywhere on /. Thus, by way of example, 5 p’ (7) is 
r-0 p 
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continuous, but nowhere differentiable, on / (an entirely different example was given 


r=0 


by Dieudonne); and 5 p’ ® „u R has a continuous derivative for x #—.1, but is not 


differentiable at x =— 1. Two problems on differentiation are stated which I have not 
succeeded in solving; they seem well worth of further study. I conclude the paper with’ 


a result on a special infinite system of linear equations. 


1. Throughout this paper, p is a fixed prime; R is the field of all p-adie numbers; 
|x |» is the p-adie value normed such that |p |» =1/p; I = {z; |x |», < 1} is the ring 
of all p-adie integers; and J is the subset of all non-negative rational integers. Thus J} 


lies everywhere dense in 1. 


Limits both of real and of p-adie numbers will oceur, but it will in each case be clear | 


from the context which kind of limit is meant. 


All functions f(x) will be defined for all ze / and have values in R. We shall mainly? 
be concerned with functions that are continuous at all points of /, or that have a con-? 


tinuous derivative on /. 


2. With each function f(x) we associate the infinite sequence of coefficients 


Erin m=012,.. 
k=0 
and the formal interpolation series 


f* (x) - 24, () 


*(n) =f(n) (n =0, 1,2,.%.), 


in which f*(n) reduces to a finite sum. 


3. Lemma 1. The series f*(x) = & a, () converges for all x € I if and only if 


n=0 


lim a, =. 


n>®& 


Proof. (a) The condition is necessary because e. g. the series 


a 
r—-)=z2(-1"a 
n=0 
does not converge unless its terms X a, tend to zero. 
(b) Assume that lim a„ =0. For every x € / select a y«& J such that 


Sy 4 
7 


In 1 ee 
Then (. y Ji a positive integer, hence 


k 


n—k 
Further (" Pr ") = 1, and 


| . ) >31 (k=0,1,2,...,n). 
p 





2—y) _ @-NE—y—N la y—ht+l) _2—y, 





whe 


The 


imp! 


and 


givin 


its s 
2 tinu« 





Since 


and: 
These coefficients a, are the successive differences at 2 =0 of the sequen«/ 
{f(0), ftA), f(2),.. .}, and they may also be defined by the recursive formulae 


contin 


restric 


| Furth 


whenc« 
(mod z 


Journ 





with 

bers; | 
ring 

us J 


clear! 


ainly? 
con-S 
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where A, denotes a p-adic integer; therefore also 


Ps ss alt. 
p 


k 
n k 


The identity 


implies then that 


and so 


giving the convergence of f*(x). 
This proof shows, moreover, that /*(x) converges uniformly for x € I, hence that 
its sum is a continuous function because the terms are polynomials and therefore con- 


2 tinuous. 


Lemma 2. Let lim a„ =0. Then f*(z) =f(x) if ze. 


n—» 


Proof. Both f(x) and f*(x) are continuous on /, and they are equal when ze J. 


1 Since J is dense in /, every z€ I is the limit of a sequence {y„} of elements of J. Then 


f* (Un) = f(Yn) (n =1,2,3,...), 
and so, by continuity, 
f* (x) = lim f*(y.) = lim f(y.) = f(2). 


n—>®D n>® 


4. Theorem 1. Let f(x) be continuous on I. Then 


lim a, = 0, and therefore f(x) = 3 a, („) if xzel. 
n=0 


nn 


Proof. As a continuous function on a compact set, f(x) is both bounded and uniformly 
continuous on J. As we may, if necessary, multiply f(x) by a power of p, there is no 
restrietion in assuming that 

fa)» sA if zel. 


# Further, if s is any positive integer, there is a second positive integer i =1(s) such that 


M)—Iy) bsp if ,yel, |a—yh, sp". 


In the remainder of the proof x and y may be restricted to the set J. For every 


27€ J there is a unique integer g(x) € J satisfying 


fa) — gl), <p*,0 <gla) sp—1. 
This funetion g(x) on J is periodiec, 


g(2) =gl(y) if z,yeJ, x = y(mod p‘). 


2 For the congruence is equivalent to | x — y |», < p-, and so 


|g(2) — g(y) |» = | (g(2) — f(2)) + (fl2) — fly)) + (fly) — Ey) |» 
S max (| g(z) — f(x) |», |fl«) — f(y) |», |) — gu lo) zP*, 


whence g(z) =g(y) because distinct values of this function are, by definition, incongruent 
(mod p®). 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 1/2. 
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In analogy to a, define now whene 


n n 
bn = 21-17 (})stn— (n=0,1,2,...) 


becau: 
so that b„ is a rational integer. Evidently 


.—bh, sp“ (n =0,1,2,...). 


Next let » be a fixed primitive p*-th root of unity; thus 
@ Here 
p'-1 t; en t 
mn _ Jp' if m = 0 (mod p‘), There 
Ks -17 if m =0 (mod pt). 


n=0 
Further put 
»-1 giving 
Am=p"zZw""g(n) (m = 0,1,2,...p!—1). 
n=0 
Then, conversely, 


pt-ı „1 PH-ı p 
Z Ima" ai p* 5} B} "Mo (r) 2 5” E gr) B} are) —_ g(n) 
m- m=0 r=0 r=0 m=0 
fin =0,1,2,...,p‘—1. Here g(n) is periodie in rn with the period p', and so is the sum‘ 
on the left-hand side. Hence 
P-ı 
g(n) = 5 Amw"* for allneJ, 
m=-0 


whence Next 


er n‘ pt-1 pi-ı n n 
bu = Z(— 1)* (1) ZZ And — 5 In FE (— 1) (1) min 


k=0 /m=0 m=0 k=0 


2 Finall 


and finally 
#- 
in= I into" — 1)" for allneJ. 


m=0 
Let now K be the cyclotomic field generated by ®, and let o be the ring of all alge 
braie integers in K. Not only ®, but also the quotients | 


ar—1 
oo —i 


= 0" + 0"? + :+o+1 (m =0,1,2,...p!—1) 


and the products 


p'-1 
P'/m= zZ w""g(n) (m =0,1, 2,..„p—1) 


n=0 
are elements of o. The expression for b„ implies therefore that 
po —A)"bneo ie ne). | 
It is well-known that the two principal ideals (p) and (o—1) in o satisfy the‘ aan 
relation A 
(D) = (0 — 1P oe» 
which expresses (p) as the power of a prime ideal. Put 
N = [np (p—1)""] 
where, as usual, [a] is the integral part of a. Then p? is a divisor of (0 — 1)". The rational 
numbers p ""b, are therefore algebraie integers and so are rational integers. Hence 
bsp", 
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whence 
u» Sp" iinZptt(p—A)(s-+1t),=n, say, 
beaue NZs+ttifn Zn. 
On eombining this with the earlier inequality for a, — b„ we obtain the result that 


| @n |p = |(an — du) + du |) < max(|an — du Io, | |) Sp" ifnn. 


@ Here s may be arbitrarily large, and n, depends only on s because t is a function of s. 
Therefore 

lima,=0, 

n>a 


giving the assertion. 


5. Lemma 3. Let f(x) be continuous on I, and let x, ye I. Then all series 


a,(y) = Zay;: (7) MER N WER 
k=0 

© converge, and further 

im a(9)=0, fe + = Zaty) (1). 

n>® n=0 


Proof. The convergence of a,„(y) follows from lim a„, = 0, since 


k>o® 


| Next {a„(y)} forms a null sequence because 


la.(y) |» < max |a,,,|»>0 as no. 


k=0,1,2,.. 


\ 2 © m /x y 
Zn () wi) 


m=0 
“ rg ee) TE () % mr (#) = 2) (2) 


Here the reordering of the terms is allowed since we are dealing with p-adic series, and 
@ since {a„} is a null sequence. 


Finally 


6. We next establish necessary and sufficient conditions, in terms of the coefficients 
4,, for the existence of a derivative of f(x). The proof will be based on the following 
Tauberian theorem. 


Theorem 2. Let {a„} be a p-adie null sequence. If the p-adic limit 
i=im 2% En 
Hat z p>° = n n—1 


extended over all elements x +0 of J exists, then 


F u u Peg." u PT 
( im—=0;Ü)Ji=,3— („_)=2 1) ar 


n>® n=1 n =1 


The proof of the assertion (i) is rather long and involved and is indirect. It will 
be carried out in several steps. 


7. As a first step assume that A exists, but that 


5 An | 
lim sup | =|=o. 
n—>® | n 'p 
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There are then infinitely many integers n,, N,, "3, ..... such that 
<a <<, <n,<..,, 
a, +0 frr=1,2,3,..., 


Since, by hypothesis, 
lim | a, |, = lim | a, 
necessarily 
lim |n, » = 0. 
1->0© 
The sequence {n,} may be replaced by any infinite subsequence. Hence there is? 
no loss of generality in further assuming that 
Ay < An, 
N, N, 
In the limit defining / we may allow x to tend to zero over the sequence {n,}; thus 


N, m n,—1 Ar 
»=lim 5 © nr .- im [i +5 ” (1 ı)} 


ro Nn=1 n r>o® N; n=]1 n 


frrn=1,2,..,,. —1 r=1,2,3.... 


Here, by the construction of n,, 


An Er . 
n\n —1i/, 


and therefore 


contrary to hypothesis. 


8. As a second step, assume that / exists and that I is a bounded sequence, but 


not a null sequence. As we may multiply the coefficients a, by a fixed power of p and? 
may further change finitely many of these coefficients arbitrarily, without affecting the? 
assertion, there is no loss of generality in assuming that 

An 


ne 2 
net @=123..), 


rb»=<1, 


lim sup =1. 


n>© p 
The existence of the limit A now implies that there is a positive integer s such that? 
zT BO . 
z*(: . si 2eJ,0<|2|, sp, 
n-ı A p pP 


and this inequality remains valid if s is increased. We satisfy the condition for x by? 
putting 
x = p*(&E +1) where EeJ. 


Next, since {a„} is a null sequence, evidently 





Ther: 


assun 


say 


be th 
assun 
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Therefore, on increasing s, if necessary, there is also no loss of generality in further 
assuming that 

Ay » 

—ı s-iptnnZp*. 

rn, pP ‚ 


Hence, by 5 ı)|, <1, the inequality for A implies that 


P-1gq h = oh N 

ug er ii, = 

2» 2) +, er Szilz=plernbel. 
p ee .. 

9. We introduce now a simple congruence for binomial coefficients ( , where M 


e ki. en ee 
"© NZ is a positive and N a non-negative integer. Let 


M=g+8&P+'tgp, N=lhthpt+t'+ hp 


be the representations of M and N, respectively, to the basis p; here the digits g, and A, 
assume only the values 0,4,...,p—1. It is easily proved that 


9) 


We apply this formula to (nr) where x = p*(£ + 1) and £e€ J, and either 


n<p‘—1,orn p’ and p* |n. In the second case n may be written as 


thus 


n = p*(v +1), where ve J. 
@ Then z—1 has the representation 
= (Pd +P—Np+ + NP) +gP +gnpt++gp; 


@ and n— 1 has in the first case the representation 


‚ but n—i1= {h+hpt+t''+h-p"}+0-p+0-pt +. --+0-p, 
| = and in the second case the representation 
z the 
n—1={p—1) +p—Dpr++p—-VDr}+hp+hupt ++ hp. 
© Here g,, gs41 - - =» Er; Au; Ay - - -, As; An Aszı, - - -, Ar are again certain digits 0, 1,..., p—1. 
From the congruence above it follows at once that for n <p®—1 
z—1\_ (p—1\(p—1 I Ye I ut. 
FAR) Du arg 1 10a Sl Sg lin EN 
thai nd for n — p(r +1) 
2 —1\ _ (8:\ (8,41 Er 
FARBE) Bad 4 1 aa A RI) 
x byi 


for in the second case £ and » allow the representations 


€ = gPp’+ gapt ++ gr pP", y— h,p® + huzıp** +e+e. 









Since —® < 1, we thus obtain the formulae 


p 
»’-1 m p*-1 s 
27 2_,)- Z z(n)“® + e(a) 
n=1 


n„-ı nr \n 
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) = 25 (*) + o(z). 


Here the sign 
ı(n) r (— ypetrktetb,-, 


depends only on n and not on x. Further we have put extend: 


a ,iin=plr+h), 
n 
and we denote by o(xz) and o(x) two p-adie functions of x such that 


1 


|e(2) I» <-. | o(x) I» S7- 


10. The estimate for A takes now the form 


p#-1 An € € | 
Z zn) + oa) + 2«.()) a 
Nn=1 ’„-0 


n 


2«(*) ut ee). 


=0 
Here u denotes the new constant 
p®-1 An 
> A Ri P3 x(n) wg, 
n=1 n 


and r(£) is a p-adic function of & such that ZTherefc 


Io), st. 


Hence, on putting successively &= 0,1,2,..., we obtain the infinite system ol 


equations 


“= u+r(0), ot =u+rl), © +20 +8=u+r(2), 
%+30, +3 + = u+r(B),. 
and deduce at once that 


»S 


| 


u 
P 


On the other hand, it was assumed that 
1 <lif pin, np, 
N» 


a 
lim sup —  =141. 
n—® p 


Hence there are infinitely many suffixes n for which 
p’|n and = 1, 
and so there exist also infinitely many suffixes » satisfying 
| ei = 1, 
contrary to what has just been proved. 
Thus the hypothesis at the beginning of $ 8 likewise leads to a contradietion. Thi 
proves the assertion (i) of Theorem 2. 








n ol 


Thi 
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11. Instead of the assertion (ii) of Theorem 2 we prove now a slightly stronger 


result. 





Lemma 4. Le | - 2 be a p-adic null sequence. Then the limit 





»=lim 3 — m “ 


z0n-ı N n—i1 









extended over all x € I exists and ıs equal to 
n 

ka An 

= at 

n=1 n 


Proof. Let s be any given positive integer. There exists a positive integer N such 








n 


that | < p=ifn>N, hence 
n '» 








5 4)» — | s p* and 


Nn= 2 p = 
here both series converge as their terms tend to zero. 


Fe | 


„in \n—i 


The finite sum 


is a polynomial in x, hence is a continuous function, and so 
N N 
z—Ai\_ u„/—1 n-ı On 
Therefore a positive hd i= 4: exists such that 
I. /z—i a 
ze T))-2-me& <peitle,so. 
Pre Tai. Di une 1 n=1 | » P 
On combining these estimates, we find that 
1) 
Zelt) zen <peitlehsp“ 
n=1 n \ n=1 n pr 


ince s may be arbitrarily large and i depends only on s, the assertion follows at once. 
12, Theorem 3. Let f(x) = 2 za, () ) be continuous on I, and let a„(y) be defined as 


in Lemma 3. The function f(x) is ‚differentiable at a point y& I if, and only if, 


lim An(y) =(, 


n>© 






n-ı &n(Y) 
f(y) = 2(- RE, 


-=1 


Proof. By Lemma 3, {a„(y)} is a null sequence, and 


fa+ = Zu) ())- 


herefore 


fern _2 zum()- 2 FT ,). 





The assertion follows therefore immediately from the definition of the derivative and 
rom Theorem 2 and Lemma 4. 
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13. Theorem 4. Let f(x) = 3 a, (7) be continuous on I. If the derivative f(x) exist in 


n=0 
and is continuous for all x € I, then ofx 
f{z) 


(i) all series a, = 3 (— 1)" age (n=0,1,2,...) converge; 
k=1 


k 


es . is C01 
(ii) the sequence {a},} is a null sequence; and r 


(ii) f(d)= 2a, (7) use. 


n=0 


Proof. Assume, first, that f’(y) exists for all ye J. By Theorem 3, the sequen« 


2) 


is a null sequence. As this holds for each y = 0,1,2,..., the simpler sequences 
Gı+n Gyın (syn 
Gere, 1 ai, nie 
are likewise null sequences when n = 0,1,2,.... The series a, therefore all converg: 
and f’(y) is given by 


‘ = 8 E ;; r 
fy)= 3-1" ir = 2a, (4) fyed. Hencı 
k=1 n=0 E 
Hence the formal interpolation series 
x* ou u 
29-24, (}). 
which for x € J reduces to a finite sum, satisfies the equations ER 
*(a2) = f(x) if zeJ. = by p‘ 
Secondly, let f(x) exist and be continuous for all x € J. By Theorem 1, f’(z) ca® 
then be developed into a convergent interpolation series, and this must be exactly th 
series f**(x) because f**(x) coineides with f’(x) for x € J. Therefore, again by Theorem u 
the assertions (ii) and (iii) follow at once. | 


14. By way of example, let us consider two special functions. First, let 


a 0 otherwise. 


Anl) = Farın (1) | 2 sequer 
k=0 / > 


and so, in particular, | 
study: 


a, (x) Di x N ( 7 ; x 
e r “a + 8 8 E 
p‘ er \, nd P\p+t'—p En 


v=—ß 
Furthe 
where 


} 1} 1 
|&s(x) Ip = r2 


An (x) 


Therefore | = is not a null sequence, and so, by Theorem 3, f’(z) does not exis 


Thus while f(x) evidently is continuous, it is nowhere differentiable on 7. 
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In his paper, Dieudonne constructed already a function of the same kind by an 
entirely different method. Let = gu, + g1P + 82P? +" be the p-adic development 
of x € I; the digits g,, 81, 82, - - - assume only the values 0, 1,..., p — 1. Then the function 
f(x) defined by 

Ia)=o+gPp+&P +" 
is continuous but non-differentiable on / provided that p 23. 
15. As a second example take 


at a X 0 Zu _SjpPrin=p—1, 
ia) er (» ” ı) m („) viranziee dir 15 otherwise, 
so that 


nl) £ pr z 
przn+1 p' u 1 
First let x = — 1. Evidently 


—4 
an(l— 1) =, p( 5 ı) oz (— ip PB pP’, 
r Bas. ge r 
pon+l v’zn+l 
and therefore 
u et) RER WET . 
p' Be ip 


ı) 


Hence - "| is not a null sequence, and f’(— 1) does not exist. 


Assume next that x + — 1. Then - may be written as 


az) _ 1 
= 


Here the summation extends over all suffixes r Zs + 1 where s is the integer defined 
by p <n < p**!. Now it is obvious that 
PTR 4 ifr2s+i, 
p 
z+1\. ger \ ’ 
and | v he n) is a p-adic integer. Therefore it follows from the series that 
an(z) Pr 1 


n 


and hence | 


is a null sequence; thus f’(x) exists. It is not diffieult to show that 


a 


f(x) is in fact eontinuous f. 2 + —1. 


One can also easily verify that all series a, converge, but that {a/} ist not a null 
sequence. 

16. I have not succeeded in solving the following problems which deserve further 
study!). 


Problem A. Let {a„} be a null sequence, so that f(x) = 3 a, (,) is continuous on 1. 
n=0 
Further assume that, (i) all series 


ze m-012%..) 
ac k=1 


!) LW.S. Cassels has just shown, by means of a very beautiful counter-example, that both problems A 
and B have negative answers. The problem of finding necessary and sufficient conditions, in terms of the a,, for 
the continuity of f’(x) remains therefore still open. (16 November, 1956) 
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converge, and (ii) {a,} is a null sequence. Does this hypothesis imply that f(x) exists and is 
continuous on I? 

Problem B. Let {a„} satisfy the same hypothesis as in Problem A. Is it true that then 


limn ||, =0? 


n->o© 


If this limit is zero, then the conditions (i) and (ii) are satisfied, and f(x)= 5 a, () 


n=0 
has a continuous derivative on /, as is proved without difficulty. 


17. I concelude this paper with an application of a theorem by Dieudonn& and 
Theorem 4 to a special infinite system of linear equations. 


In his paper, Dieudonne established a general existence theorem for differential 
equations in the p-adic field. The simplest case of this theorem states: 


If g(x) is continuous on I, then for every e> 0 there exists a function f(x) continuous 
and continuously differentiable on I which is such that f'(x) = g(x) and | f(x) |, < e fo 
all zel. 


For write again x as a p-adie series <= gu, +g,P + 83p? + and put 
.=ßtsıPp+ ‘+ -ıP"". 
Further let s be any fixed positive integer. The sequence of functions 


n—1 


In(2) -2 (2x4 — 24) 8(24) + (2 — &u) gu) n=ss+1s+2,...) 


can then be shown to tend to a limit function f(x) with the required properties, provided s 
exceeds a certain bound which depends only on e and the given function g(z). 
With the help of this theorem, we show the 


Theurem 5. Let {a,} be any null sequence, and let e be an arbitrary positive constant. 
There exists a second null sequence {a„} such that 


ze -a,|al<e (n=0,1,2.... 
k=1 


Proof. The function g(x) = Na), (+) is continuous on /. Let f(x) be the function of 
n=0 
Dieudonne satisfying f(x) = g(x) and | f(x) I» <efor ze I. This function can itself 


be expanded into an interpolation series f(x) = I a, (7) with coefficients a, that likewise 
n=0 


form a null sequence. Since 
= 2-1 (7) nn, 
k=0 


these coefficients satisfy the inequalities |a, |, < e. Since further f(x) has the continuous 
derivative g(x), it follows from Theorem 4 that the coefficients a, also satisfy the linear 
equations of Theorem 5. 


The result so proved suggests that there may be an interesting general theory of 
infinite systems of linear equations in infinitely many p-adie unknowns. 





Eingegangen 6. Dezember 1956. 
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On extension 
of a given finitely additive field-valued measure on a finitely 
additive Boolean tribe to another one more ample’). 


By Otton Martin Nikodym in Gambier (Ohio), U. S.A. 





The present paper constitutes a generalization of (1) quoted at the end. The 
purpose is to prove that if we have, on a Boolean lattice ®, an additive measure (a), 
whose values are taken from a general linearly ordered field %, and if ® is plunged 
isomorphically in a wider Boolean lattice®’, the measure u can be extended from B to ®', 
but with values taken from a suitably amplified field %’'. The difference between this 
paper and paper (1) is that in (1) the measure u(a) was supposed to be non negative, 
while in the present paper this restrietion is dropped. The method of proving the possibility 
of extension is similar in both papers and it uses the same Banach’s devise for extending 
linear functionals (4). However, the present paper applies a notion of the norm which 
differs from that, applied in (1). 

Though the Banach’s idea mentioned above is quite simple, its application to 
non archimedian fields is rather complicated. It needed creation of some new auxiliary 
theories and a complete refoundation of the algebra of fields. This was made in (1), so 
we shall continuously reler for details to this paper. 

However, in order that the present paper could be read without the paper (1) in 
hand, we recall all important definitions of notions used. The theorem, proved in the 
paper, is stated at the end. 


Definitions and notations. 


1. We shall use the notations applied in (1), but instead of bold latin lower-case 
letters we shall write gothic great letters. We recall the definitions needed, to make this 
paper understandable even without having the paper (1) in hand. 

2. The “relations’’ of Russell and Whitehead (5) will be termed correspondences. 
An ordered couple (a, A) will be understood as the correspondence {x, Y | za Y/=A)} 
where the signs of equalities mean equalities admitted for entities x and for entities Y 
respectively (see [(1), Preface]). A correspondence will be not understood as a set of 
ordered couples. The domain and range of a correspondence R will be written OR,DR 
respectively. E {| R means the correspondence R with domain restricted to the set E. 


3. An ordering (usually referred to as “partial ordering’”’) is a non empty corres- 
pondence R (constructed or axiomatized), mainly denoted by S, such that 1) faeQ AR 
orae DAR, then aRa; 2) if aRb, bRe, then aRe, 3) if a, b belong to the union of Q R and 
DA, then a = b is equivalent to aRb, bRa. A chain (linear ordering) is an ordering satis- 
fying the additional condition: if aabeQ RU DR, then either aRb or bRa. 


*) The present paper is composed under the grant of the U. S. National Science Foundation. 
br 
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A tribe (Boolean tribe, Boolean lattice, Boolean algebra) is an ordering which is a 
distributive and complementary lattice ®, see (6). A lattice ® is said to be non trivial 
if its unit 1, differs from its Oz. Elements of ® are called somata and their collection the 
domain of®. Somatic operations will be denoted by +, ., =, co, &, IT, (co a means 1, — a), 


The field % will be understood as in abstract algebra, with the exception that its 
domain may be composed of a single element only. In the latter case, i. e. where 1, = 0), 
we call the field trivial. 


4. We say that a tribe ® is a finitely*) genuine subtribe of ®’ whenever for elements 
of ® the relations a+b=c, a:-b=c are respectively equivalent to a+'b='« 
a’b='cand if 1='1',0 ='0'. Ifin addition to that the equality “=” governing 
in ® is the restriction to ® of the equality =’ governing in ®’, we say that ® is a finitely 
genuine strict subtribe of ®. If ® and ®’ are tribes, and there exists an operation-iso- 
morphism T from ® into ®' such that TB is a finitely genuine subtribe of ®’, we say that 
is a finitely genuine subtribe of ®' through the isomorphism T. A similar terminology wil 
be used for fields 5, %- 


5. References to former theorems and notions will be written e. g. [$ 2,4], but the 
references to the actual section, say $ 2, will be written e. g. [4] without specifying the 
number of the section. Numbers, as (1), refer to papers listed at the end of this paper. 


6. Card B, card x, where B is a set and & an ordinal number, mean the cardinal 
number of B or & respectively. An ordinal « is said to be distinguished whenever it is the 
smallest ordinal corresponding to a given infinite cardinal. Concerning ordinals and 
cardinals see (2). 

7. Endings in a chain. Let (M) be a chain, denoted by <. Given two not empty 
subsets E, F of its domain M, we define the relation E+-< F as “for every ye& F then 
exists x€ E such that z< y”. We define E <»F as “for every ze E there exists yeF 
such that x < y”’. The relation E+= F will mean: “E-<F and F+< E”. Ina similar 
way we define E =»F. By the right ending of Ein M, RE(E), we shall understand the 
class of all sets F such that # =» E. In a similar way we define the left ending of E in M, 
£LE(E). Right and left endings will be denoted normally by greek letters provided with 
a star, say a*, *ß respectively. E is called representative of the right ending RE(E) and ol 
the left ending LE(E). We define the inequality < for left endings as follows *x < *ß will 
mean E «< F, where E, F are representatives of *x, *ß respectively. In a similar way w 
define the inequality «&* < ß* for right endings. We define *x < ß* by “there exist 
representatives E, F of *«a, ß* respectively, such that for every € E and every yeF 
we have x < y”. We define a* < *ß as “for all respresentatives E, F of a*, *ß respectively, 
we have for all ze E and all ye F the inequality x < y”. A right or left ending of a se 
composed of a single point a will be termed point-ending and will be denoted by the same 
letter a, if no confusion is feared. 

All endings in M make up a chain “<’”. The original chain is an order-genuine 


subchain of the chain of all endings, through isomorphism. For details and properties ol 
endings: see [(1), $1A, 1B, 1C]. 


8. By a linearly ordered abelian semigroup, we shall understand the structure ® 
based on the following axioms: 


Addition is commutative and associative. We take a linearly ordered field %. The 
operations a + b, Aa, where Ace $,a,be 6, A > 0 satisfy the axioms: (A+ uJa=Äa-+ um 
Aa +b) = Aa-+ 7b, A(ua) = (Au)a, all these for A=>0, u=0, A, uc#. There exis 


*) We shall not use infinite operations on ®. 





ending 
an ea 
ending 


[), | 
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the neutral element 0, for addition: a +- 0, = a. We have 0, -a = 0, for allae®. In 
addition to that we require that: f a <b,thena+c<sb+c; ifasb, A220, then 
ja<ib;fa>0,0d SA u, then Ja< ua. The cancellation law for addition is not 
admitted. 

9. For not empty subsets E, F of a linearly ordered abelian semigroup & (or a 
linearly ordered abelian group), we define E+ F as the set ofall@e + ywithze E,yeF. 
We define A - E as the set of all Ax, where x € E. Similar definitions are admitted for — E 
and E—F. 

10. Let M be a chain which, at the same time, is a linearly ordered abelian semigroup 
(or group). Let *x, *ß be left endings in M. By *x + *ß we shall understand the left ending 
LE(E + F), where E, F are representatives of *x, *ß respectively. By A - *x, where JE F, 
)z 0 we understand the left ending LE(AE) where E is a representative of *x. We define 
h:*x for A<S0 as the right ending AE(AE). By — *x we shall understand AE(— E) 
where E is a representative of *x. Analogous definitions are admitted for addition and 
multiplication of right endings. For details see [(1), $1F]. 

11. The right endings in M constitute a linearly ordered abelian semigroup and 
so is also for the left endings in M. Consequently we can consider endings in the chain 
of right endings, and also we can consider endings in the chain of left endings. This process 
can be iterated. If M, N are two chains and N is an order genuine subchain of M, the 
endings in N make up an order-genuine subchain of the chain of endings in M through 
an easy isomorphism. We shall write e.g. *«” and *a” to denote the corresponding 
endings, just to emphasise the ordering in which endings are considered. For details see 
(4), $S1H]. 

12. Partitions. By partition in a not trivial tribe® we understand a finite sequence 
Ay, @y,..., 4, (Rn Z 1) of disjoint somata of ® with a, + "+ a, = 1,. Two partitions 
{a;}, {b;} in ® are said to be equal, {a;} = {b,}, whenever for every i with a; + 0 there 
exists j such that a; = b,, and for every j with 5, + O0 there exists i with 5, = a,. A par- 
tition {a;} is said to be a subpartition of {b,} whenever for every i there exists j such that 
a; = b;. We define {a,} {b,} as {a, - b,}. For more details see [(1), $ 3]. 

13. Aggregates. Let ® be a non trivial tribe and $ a non trivial field. By an ®BF- 
aggregate we understand a finite sequence (a,, A}), - - +, (@n, An), (n Z 1) of ordered couples, 
where {a,} is a partition in® and A,€ #. We shall write [2; a,4,] or [2; A,a,]. The aggre- 
gates [2; a, A;], [2; b,u,] are said to be equal, whenever for every i and j with a,b, + 0 
we have A; = u;,. We define the sum of two aggregates 


[2;4;a;] + [&;u,b,] as the aggregate [2,,(4, + u,) (a,b,)]- 
We define the produet A - [Z;A,a;], where A«& #%, as the aggregate [2;(AA,) a;]. 
By the characteristic aggregate Q, of the soma a we shall understand the aggregate 


a’1,+coa:0,. We can write, without fear of contradietion &; A;a; instead of [2,4,a;]. 
For details see [(1), $ 3]. 


$1. 
Upper and lower measure on a finitely additive Boolean tribe where the values of measure 
are taken from a linearly ordered abelian group. 


1. Let ® be a finitely additive Boolean tribe (with unit or not), and © a linearly 
ordered abelian group. Let u(a) be a finitely additive measure on ® with values taken 
from &. Notice that u(a) may be negative too, differently from (1). 
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Let ae B. Define 


E, - {u(2) |z<a)}. 


We have E, + &, because a€ E,. We have E,<®. We define 
*u(a) = LEE), A*(a) = REIE,). 


ar 

We call *u and u* lower and upper measure of a respectively. The first is a lefı 
ending, the second a right ending. 

2. We have u(0) = 0. Indeed „(0 + 0) = u(0) + u(0); hence „(0) = 2 u(0) and! 
then (0) = 0. 

3. If b<a, then *u(a) < u(b) < A*(a). 

Proof. We have u(b) € E,, [Def. 1]; hence by [(1), $1A,4], E»< u(b). As E, is‘ 
a representative of *u and „(b) a representative of LE (u(b)), it follows 

(1) *u(a) S u(b). 
From u(b) € E, it follows, by [(1), $1B, 4], 

u(b) = E.: 

As u(b) is a representative of the right ending of {u(b)} and E, is a representative ol} 
u*(a), we get 

(2) u(b) < a*(a). 
From (1) and (2) it follows 

*ula) Sub) <irla), q.e.d. 
4. For every ac®B we have 
* (a) < 0 < j*(a). 

Proof. Since O<a and u(0) = 0, this follows. 

5. Lemma. /fa,beB, a-b=(, then En» = E.+ Eı,, [(4), $AE, Def. 3]. 

Proof. Let ze E,+ E,. By [(1), $1E, 4] we can find ze E, and yeE, witl 
z=x+y. As zeE,and yeE,, there exist &,ne®8 such that <a, u(d)=x an 
n<b. a(n) = y. Hence 

(1) 2= u(d)+ uln). 


Now, since a-b=(,&<a, n<b, it follows that &- n = 0, and then 


ne t+n)=uld)+ uln. 
Hence, by (1), z= wlE+n). 
As E<a, n<b, we have &+n<a+ b, and then 
2€ Ee+- 
Thus we have proved that 
(2) Es + Es< Es: 
Now, let z€ E.,». There exists {<a + b, C€®8 such that 
2= u(l). 
We have Z= al + bl,(ad)-(b£) = 0; hence u(£) = ul(al) + u(b£), 
z= ull{J)EE, + E,, because aö<a, b <b which gives 
u(al)E Eu, u(bl) € Er. 
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Consequently 
(3) E.»»<Ea+ Eı. 
From (2) and (3) the lemma follows. 
6. Theorem. /f abeB, a:-b==(, then 
A*(a + b) = A*(a) + #*(b) and *u(a + b) = *ula) + *ulb). 
Proof. Let Eu;», Ea, Es be representatives of *u(a + b), *u(a), *u(b) respectively. 
By [5] we have E,,» = Eu + E,, hence E.,»»= E, + E,, and then 


*"ula+b)=*ula) + *ulb). 


In a similar way we prove the second part of the thesis. 


7. Theorem. /f a,be®, a<b, then *u(b) < *u(a) and u*(a) < u*(b). 

Proof. As a<b, we have [1], E,<E,. ie 

By [(1), $1A,3] we get E,-< E, and by [(1), $1B,3], EZ, <» E,. Since E,, E, 
are representatives of *u(a), *u(b) respectively, it follows 


*u(b) <*u(a). 
Since these sets are also representatives of „*(a), and u*(b) respectively, we get 
R“(a) < 2*(b). 
The theorem is proved. 


8. Theorem (generalized Saks’ theorem) (3): 


Ifi.ac®, 
2. there exists E€ & such that 


then there exists n€e & such that n < *u(a). 


Proof. Let z<a. We have ula— 2) = u(a) — u(z). We have u(a— x) < u*(a) 
on account of [3]. Hence u(a) — u(b) < u*(a) SE. 


This being true for allxc®8, x< a, it follows that for every se E,, we have 
u(a)—E<Ss. 

Hence u(a)— &»-< E, [(1), $1A, Def. 1], and then, since E, is a representative of 
"ula), nl) —E < *u(a). 

If we put n u u(a) — £, the thesis follows. 

9. Definition. We define for all ace®: 

n’(a) = 1*(a) — *u(a), (see [(1), $1F,27]) and we call 4"(a) 

variation (of measure) on a. This variation is a right ending. 

10. If ae® then w°(a) < 4*(a), — u’(a) < *u(a). 

Proof. By [(1), $1F, 27], 


u’(a) = u*(a) + (— *u(a)). 
Now *a(a) < 0, hence by [(1), $1F, 31], 
(1) — *u(a) _d. 
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Adding to (1) both sides „*(a), we get, by [(1), $1F, 10], 
u’(a) = u*(a) +0 = u*(a), 

so the first thesis is established. 

To prove the second one, we write 

u’(a) = u*(a) + (— *u(a)), 
which gives 
— a’(a) = — [u*la) + (— *ula)]. 

Applying [(1), 1F, 23], we get — u’(a) = (— u*(a)) + [— (— *u(a))], hence, by [(l) 
$AF, 22], 

(2) — u’(a) = (— #*(a)) + *u(a). 


Now u*(a) =0, (by [4]). This gives, [(1), $1F, 31], — #*(a) < 0. Applying [(1), $ if 
10], we obtain 


+ *(a)] Fr *u(a) s0+ *u(a), hence by I), S IF, 27] and by (2), 
— (a) < *u(a), 


so the second thesis is proved. 
11. Theorem. /f a,be®, a-b=0, then w’(a+ b) = u’(a) + u’(b). 
Proof. We have u’(a) = u*(a) + (— *u(a)), 
„’(b) = *(b) + (— *alb)). 


All endings on the right are right endings. Applying the associative law for addition ı 
right endings, we get 


u’(a) + u’(b) = [n*(a) + #*(b)] + I— *ala)) + (— *ulb))]. 
3y [6] and [(1), $1F, 23], we get 
n’(a) + w’(b) = a*(a + b) + [— (*a(a) + *u(b))], and then by [6], 
u'(a) + „’(b) = u*(a+ b) + [— *u(a + b)], hence 
u’(a) + u’(b) = w’(a+b), q. e. d. 
12. From theorem [8] it follows that in the case ® has a unit, and the measure ui 


bounded from above, it is also bounded from below. To prove this it suffices to put a =| 
In this case u” is also bounded. We see that, in any case u”(a) = 0. 


82. 
Linear funetionals of aggregates and a norm of an aggregate. 


l. Let ®' be a Sinitely additive, non trivial tribe. Let ® be a finitely genuine stric 
subtribe of ®'. We have®< 8’, and both ® and ® have the same zero and the same unit 
The somata of ® will be denoted by a,b, c,... and those 0of® by A, B,C,.... Let M(u 
be a finitely additive measure on ® with values taken from a given, linearly ordered, noi 
trivial field $. We do not suppose that M(a) is non negative. We shall consider 8% 
aggregates, (see [(1), $ 3]), using the simplified notation, mentioned in [(1), $3, 8]: 


(1) 2;4A, (ke, Arc). 


there 


Takın 
u? 
Thus 


Let u 


Now 
that 


’ 


From 


Jou 
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2. We consider the variation M”’(a) of measure M, as it was considered in [$1]. 
W (a) is an $-right ending, and M"(a) = 0 for allac®. We have 


M’(a) = M*(a) — *M(a), 
re M*(a), *M (a) are the upper and lower measure of a, derived from M, as in [$ 1]. 
since M’(a) = 0 and is additive, by [$ 1, 11], we can use the way for defining the norm of 
ın aggregate, similar to that used in [(1), $5]. 
3. To do this we shall prove some lemmas: 


Lemma. /j 3 7,A, = & u,A, are B’ $-aggregates, and ae®, then 
i i-1 


i-l 
fr; a4, — 0} = {u; aA, Pu 0}. 
Proof. Put 


(1) P=t4|aA: #0, Q=tm|aA, +0}. 


By definition of equality of aggregates we have: if A,-A,; +0, then 4, = u;. Hence, 
if A; +0, we have /, = u, because A, A; +0. 
Let 4,€ P. We have aA, #0, hence A, +0, and then /,;,= u,. Since aA; +0, 
we get u;€ Q, and then ,€ Q@. Thus we have proved that 
P<Q. 
The inverse inclusion can be proved analogously, so the thesis is established. 


4. Lemma. // 1. {A,}, {Bı} are partitions in ®, 
2. Bıi en AıBı fer all k and |, 


3. 2;4,4; = 3 weı Bari are B s-aggregates, 
kl 


4.ac®, 


I; aA; +0} fugı | Bar #0}. 
Proof. Define P = (2; aA; + 0}, 0 v Sue laBıı + 0}. If A; r Brı = 0, then 


fx; this by hypothesis 3. 

Let 7,€ P. We have a4; +0, hence A, +0. Since {A,Bı} is a partition in ®, 
there exist A,’ such that 

(4) aA, A,B, #0. 
Taking such k’,!’, we obtain (1), hence aA,;- B,, #0 which gives, by hypothesis 3, 
,4=Myr. By definition of Q, we get u.,€ Q, since aB;, #0. Consequently 7,€0. 
Thus we have proved that 

(2) P<Q. 
Let v,,€ @. We have aB,, #0, i. e., by hypothesis 2, aA, B, #0. 

It follows that aA, #0 and A, B, #0. Hence A,(A,B,) +0, and then, by hypothesis 3 


(3) 4, = Hu: 
Now, since A,’ a #0, it follows that A, € P, so, by (3), we get u.ı € P. We have proved 
that 

(4) Q<P. 
From (3) and (4) the thesis follows. 
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5. Lemma. If A. 2,4,A,;,= Z,u,B, are ®'-aggregates, 
2.ac8, 


(3, |aA, +0}= {u; laB, +0}. 
Proof. Put 
P={11|aA, #0}, Q={m|aB, +0). 


We have, by [(1), 83,4], 
(1) 3 4A, = UA B,, 
i ü 


(2) ZB, = ZuAiB,. 
7 ” 


By lemma [4] we deduce from (1) and (2) 
P= {1,|aA,B, #0}, Q= {u,|aA,B, +0}. 

From hypothesis 1, (1) and (2), we get 

ZhAB,= ZmAiB,, 
hence, by lemma 3, ! id 

{1,|aA;B, #0} = {n,|aA;B, +0}; hencee P=Q. 
6. From lemma [5] it follows that if ZShA,; = Yu,B, are B’-aggregates, a <X 
i ; 


a=0, then 
max {| | |a- Au +0} = max {|a; | |a- 3, #0). 


Indeed, by lemma [5], we have 
(1) (ia | aA, +0} = (u; |aB; +0}. 


Now these sets are not empty, because a =+ 0. Indeed, as {A;} is a partition of 1, then 
exists j with @* A, #0. From (1) it follows 


{| % | aA #0} = {| us | |aB, +0), 
and then also the assertion concerning the maximums. 
7. If fa,,...,a„}, (m ZA), is a partition of A in®, 
X=- IhA = FB, (nme, AuBie®), 
i i 


then 


(2) 5 M"(a,) max {| 7,||a, A. #0} = & M’(a,) - max {|us | |a,B; +0}, 
k=1 ini 


the equality being that of right endings in %. 

Proof. M"(a,) is a right ending in %. Since the maxima 6onsidered are non-negative, 
it follows, by [(1), $1F, 15], that all terms in (2) are #$-right endings. Hence their sums 
are, by [(1), $1F, 14], also right endings. By [6] the respective terms on both sides in (2 
are equal, and then the equality (2) results. 


8. The expression 


(1) R M’ (a,) : max {| Aa | ja A. + 0} 
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ioes not depend on the representation 3 A,A, of X, so we can denote (1) by 


(2) H*[{a,}, X]. 


It depends on the partition {a,} in ® and on the aggregate X, being invariant with respeet 
#0 the equality of partitions and that of aggregates. The expression (2) is a right ending in $. 


9. If A. X is a BF-aggregate, 
2. {a;}, {b,} are partitions of A in ®, 
3. {b,} is a subpartition of {a;}, 


then 
H*[{b,}, X] s H*[fa,}, X], 


the inequality being that of $-right endings. 
Proof. By [(1), $ 2,6], there exists a partition {c,} in ® such that 
= {a} fc} = {ai ci). 
Hence 
(1) H*[f{b,}, X] = H*[{a,: cı}, X]. 
Let X = 37, As, (AsE®, A,€ %). Put 
Pr — max {|32||As a #0}, Pu = max {|| | As arcı +0). 


These definitions are meaningful, because for a given k there exists «x with A,’ a, #0, 


X and for given k,! there exists x with A,a;cı #0. 


We shall prove that puı S Ppr- 

Choose k, I. Choose among all « with A, a,c, #0 such an a’ that |}, | = pu- 
We have A, *a,c, #0; hence A,a, #0. 

Hence |A,| < max {|2,||A, a, +0} = p,, and then p, <S Pp;- 


H*[{ax}, X] = 8 M'(a,) pr, H*l{arcı}, X] = EM" (axcı) * Prı- 
k,l 


k 


Since a, = Ya;c,, and all a;c,, dla, .... are disjoint, we have, by [$1, 11], 
1 
M’(a,) = EM’ (axcı); 
l 


hence 


H*[{a,}, X] = 2(2 Marcı)) 'M= z2(M (arcı) P«), by [(1), SA F, 25]. 


Applying the associative and commutative law for addition of right endings, we get 


(2) H*[{a,}, X] = & M"(axcı) * pr- 
k,l 


Now, since M’(a;c) Z 0, pıı Z 0, pr Z 0 and prı < Pr, it follows, by [(1), $1F, 30], that 


M" (axcı) * Prı < M”(axcı) : pr. Hence, by [(1), $1F, 10], 


EZ M'(a,cı) * Prı S 3 M’(a;c,) * px. Consequently, by (2), 
k,l kl 


H*[f{a,cı}, X] = H*[{a,}, X], and then, by (1), the thesis follows. 


10. Consider the set H, of all right endings H*[{a,}, X] for a fixed X and variable 
®-partition {a,}. We know that the $-right endings make up a chain 8. Define *g(X)as the 
R-left ending of H,. Thus *g(X) is an iterated ending: the left ending of a set of $-right 
endings. *q(X) will be termed norm of the ®B’F-aggregate X with respect to u and to ®. 

11. We shall prove some basic properties of the norm *g. 

6* 
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Theorem. /f1.320, ic $, 
2. x is a B’i5-aggregate, 
then E 


*g(AX) = A: *g(A). 
Proof. We have H*[{a,;}, X] = & M"(a,) : pı, where 
k 





-pa 








X= 57,4, and pı = max {| A, | | Asa, # 0}. 






By virtue of [(1), $1F, 25] we get 
) + H*[fa,}, X] = 5 A[M'(a,) - pr] = 35 M"(a,)  (Apı). 
k k 







Since 





















Since 7 20, pı Z 0, we get ma» 

}- H*[{a,}, X] = n M' (a,) : max {| A3,| | A, a, #0} = H*[fa,}, AX]. impl 

As the sets of endings A - H*[{a,}, X], H*[{a;}, AX] for all > partitions {a,} are equal DE 
so are their left endings. The thesis follows. 

12. Theorem. For every ®’F-aggregate X we have gr 

*1(— X) = *g(X). ‚„e 









This is true, because, if X = Shin we have — X = 2 ),) A,, and in the deli 





nition of H* only the une values of coeficients A, oceur. 










13. Theorem. For all B’$-aggregates X, Y we have 
*X+T)<S*K) + *gN), 


where the inequality and addition on. the right are those of left endings in the chain of z$-righ 
endings. 
Proof. It suffices to prove that, in the chain of $-right endings, 







H,.:.y-<zH,-+ H, (addition of sets of $-right endings). 





Let 





£#*eceH, + H,. 






There exists &*e H, and n*e H,, such that 








(1) = 54 MM. I 
By definition [10], there exists a ®-partition {a,;} such that 

(2) &* = H*[{a,}, X], 
and there exists a ®-partition {b,}, such that RR 

(3) n* = H*[{b4), Y]. 
Since {a,b,} is a subpartition of both {a,} and {b,}, we have, by virtue of [9], 

H*[fa;bı}, X] Ss H*[{a;}, X] and H*l{a,b,}, Y] = H*[{b,), Y]. a 

From (1), (2), (3) and by [(1), $1F, 10 and 16] we obtain: -parti 





(4) H*[{a,b}, X] + H*Lad), Y]< H*l{a}, X] + Hr), YIS+ MN 
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As we know from [(1), $3,4], X and Y have representatives involving a same 
"partition, say: A = ZAUA,.F = Bu Aw ibat 


X+Y=.5(4,+ 9) As- 


Ne have 


H* [{a;br}, X] = 5 M'(a,b,) max {| A| | Au u a;br = 0}, 
i,k 


H* [{a;bx}, Y] = & M"(a,b,) max {|»v,| | A, a,b, #0}, 
ik 


H*[{a:bx}, X+ Y] = 8 M*(a,b,) - max {| A, + ».| | A, ab #0}. 
i,k 
ince 
max {|#.+ v2 | | Aua;bı #0} < max {| ,||A,a;b, #0} + max {| », | | A,a;bı + 0}, 
imple properties of right endings, concerning their addition and multiplication by quan- 
ities of %, give 
H*[{a,bı}, X + Y] < H*[ {a;br}, X] + H*[{a,br}, Y]. 

lence, putting ö* e- H*[{a,bı}, X + Y], we get, from (1), 

(5) ”sz®. 
owö*e H,.,,and Z* is an arbitrary element of 4, + H,. Hence for every {€ H, + H, 
here exists ö*€ H,,y,, such that (5) holds true. Hence 

Hy,y* SH, +H,, and then 
HN S+rKK)+*rN), q.ed. 

14. Theorem. /f X = Ya;}, is a ®i5-aggregate, then üs ®-M-norm *g(X) is un 

. MR-" point” ending, whose one of its representatives is the class composed of a single $-right 
inding & M*(a,)- |}; |. 
Proof. Let {a,.} be a subpartition of {a,}, where Sax = a; (See [(1), $ 2)). 
k 
Ne have 
H* [fa.} z X] -. 5 M'(a,.) - max {| Au | aa, + 0}. 
i,k 
\ow, if Q a, #0, then Yaua, #0, i.e. a; a, +0, and then i=a, and ax #0. 
: 

‚onversely, f i=a and as; #0, we have ax 0, = au; = ax +0. 

It follows that 


max {| ,||ax a, #0} = max {|| |aı #0, i= a} = |3,]|. 
H* (fa, X] — 2 M'" (a...) 7 | ki |, 
uk 


nd then, by simple properties of right endings, 
H*[{aux}, X] = 2 (ZM'(au)) I4|= ZM'(a,): |}. 


i\8 
he above equality holds true whatever the ®-partition {a} of {a,} may be. Hence 
*[{ax}, X] is constant for all subpartitions {a,.} of {a,}. Having this, take any 
»-partition {d,}. The partition {a,b,} is a subpartition of {a,}. Hence 


H*[{a,b,}, X] = 2 M'(a,) | ki |- 
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We also have, by lemma [9], 
H*[{a,b,}, X] < H*[fb,}, X]. 


Gonsequently we have for every ®-partition {b,} 
‚onse 


3 M’(a,)-|i,| < H*[{b,}, X], so £M"(a,)-|A,| is the minimum in Gy. 


Since G, admits a minimum, *g(X) is a single element ending in the chain of all F-righi | 
endings. & M’(a,) - |}, | is its representative. The theorem is proved. 000. 

15. For every ®’-aggregate X Ihe ®8- M-norm of X, *q(X) is non negative. i. e. is a PC 

(X) >0, 

where O0 represents the single-element R-ending whose one of the representatives is thr 
quantity 0 € %. This follows from the fact that for every ®-partition {a;}, the expressior 
H*[{a;}, X] is an $-right ending which is > 0. 

16. The collection V of all Bi5-aggregates makes up a linear space with multiplier‘ 
taken from %. If we define 

X) =zM(a): 4, 

where 

(1) X= 2 4a;, 
the value f(X) does not depend on the representation (1) of X. The function f(X) is a lines 
functional defined on V, admitting multipliers taken from %, i. e. 
X+Y)=f(X) + f(Y)forallX, YeV, and f(AX) = Af(X) forall XeV and Ach 

17. We shall prove that for every X € V, (Bi}-aggregates) 

X) = *g(A). 
Proof. By [14] 
*4(X) = ZU (e )-|A,| whenever X = za w 


To prove the assertion it suffices to establish the inequality 
(1) ZM(a) MSZMa):|A|. 
Now, we have, by [$1, 3], 
Mıa) <'M*(a), and by [$1,4] *M(a) <0. 


It follows that — *M(a) = 0, and then 
ka be a w 


(2) M(a) < M*(a) + [— *M(a)] = M°(a). of all‘ 


We also have, by [$1,3]*M(a) < M(a),andby [$ 1,4] M*(a) > >= 0. Hence — M*(a ) I. 
It follows that *M (a) + (— M*(a)) < < M(a) and hence — [—*M(a) + M*(a)] = < M(a) 
which gives 

(3) — M’(a) S M(a). 
From (2) and (3) we get 

(4) | Ma) | < M*(a). 
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ZM(a,) us IE M(a,)A;| < 2|M(a,) I-I% |, 
ZM(a,) 4S ZM'(a,) ||. 


Sonsequently 


(X) <*g(X), a.0.d. 


Remark. The last inequality is that of left-endings of sets of $-right endings. f(X) 
does not mean a quantity of %, but a single-element left ending in R, whose representative 
is a point ending induced by the quantity f(X) of $, in the chain of $-endings. 


83. 


Construetion of a well ordering of linearly ordered fields. 


1. The method will be similar to that used in [(1), $ 7], so we refer to this paper 
for notions and notations. We make the following assumptions: 


® is a non trivial finitely additive tribe and ®’ its all-operations - zero-and-unit- 
genuine striet superfield of 8. So we have 1, = 1,,0, = 0,,8<%. We admit that 
HB. 

fo is a linearly ordered not trivial field. «(a) is a finitely additive measure on ® 
with values taken from @,. We do not admit that u(a) = 0. In order to extend the 
measure over the wider field ®', we shall make stepwise extensions of @,, so as to get a 
suitable well ordering of wider and wider fields. Each step will be a proper or apparent 
linear elementary extension, (see [(1), $6]). Since a proper elementary extension of an 
abstract field can be made only through isomorphism, hence with the change of the 
logieal type of quantities, and since we shall need to construct a field which will contain 
all above extensions, we must apply methods shown in [(1), $6], concerning the uni- 
fication of logical types of these various extensions. The construction will be given in 
sketeh only, with the exception of those passages which differ from the analogous ones 
of paper (1). The last passages will be treated more explieitely. 


2. Let 
(1) Qı, Q;, nd Qi, ce. 
be a distinguished well ordering of different elements with power x, where X > 


max (card @,, eard 8’). Its domain will be denoted by {Q;}. 
Let 


(2) 5 5 ..n Sp, ... 


be a well ordering of different somata, with domain ®. Let v, be the linear space composed 
of all By ,-aggregates x, with multipliers taken from @,. We consider the linear functional 


80(2) = a(a;) gi 


where 2 = 3a,94, (A1,...,@nEB; g;€ 9,), defined on v,, (compare [$ 2, 16]). g, is Pr 
i=1 
valued and its domain is composed of all ®» -aggregates. 


3. We construct the auxiliary linearly ordered field ®, all-operation isomorphic 
to 9,, and with elements taken from {Q;}, as in [(1), $ 7,6]. The isomorphism involved 
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transforms By „-aggregates x into BD,-aggregates X, and the space v, into another space, 
denoted by V,. The transformed linear functional g,(z) will be a linear functional, deno- 
ted by G,(X). The transformed measure will be denoted by u,. Its values are in ®,. We 
have for allXeV, 

GulX) < *g(X), 


where *g9”(X) is the #,®-norm of X. It is a left ending of a set of ®,-right endings, 
(see [$ 2)). 

4. Denoting by r the logical type of the elements of {Q,}, we know [(1), $6, 36] that 
the quantities of elementary proper or apparent extensions of ®, can be chosen so, as 
to have for them a uniform type, say o(r), the same whatever the character of the ex- 
tension (improper, algebraic or transcendental) may be. Consider all chains C whose 
domains are composed of elements of type r, and also consider all chains C’, whose domains 
have elements of type o(r). Having two chains C, C’, there may exist an order-isomorphism 
M from C onto C’. Consider the class of all possible such isomorphisms with variable ( 
and C’, and order well this class: 


(3) m a 


where all elements of (3) are different, (see [(1), $ 7, 7)]. We have the following lemma, 
[(1), 87,8]: 

Lemma. /f €, C; are linearly ordered fields with elements of type o(rt), C, is a striel 
subfield of C;, card C;, < N. C, is a field with C,< {Q;}, T, an isomorphism from C\, onto 
C,, then there ezists C, with C,< {Q,} and an isomorphism T, from C; onto C, such that C, 
is a striet subfield of C,, and T, = C! 1 T,. In addition to that T)', Tz' belong to (3). 

5. Let 


(4) WW... Wu. 


be a well ordering of all different elements, each of which being a linear operation-and- 
order-genuine striet superfield of ®, with elements belonging to {Q;}. 


6. Starting with the entities ®,, V,, G,(X) defined in [2], we shall construct a well 
ordering ®,,®,,...,®,,... of linearly ordered fields whose domains are included in 
{Q2}, (see [(1), 87,9). 

Let a = 1 be an ordinal with card x < x. Suppose that we have already constructed 
the fields ®,, tke spaces V; and the linear functionals G;(X) for all# <a, = 0, and 
suprose that the following properties hold true for every P <x,ßP 0: 


1) Bz< {Q2} 

2) if # <P"<P, then D, is an all-operation-and-order-genuine striet subfield 
of B,.. 

5) -Y; is a linear space, with multipliers taken from ®,, and composed of some 
BD ,-aggregates. 

„) EB SP’ < BP, then V.<hb,.. 

5) G;(X) is a linear ®,-valued functional defined on V, with multipliers taken 
from ®,. 


6) E ASP" <P, and XeV,, then G,(X) = 6,.(X). 

7) For every XeV, we have G,(X) < *g”#X, where the right hand side is the 
®u,-norm of X, taken in the ordering of ®,;-right endings. 

8) Card BG, < N. 
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We shall construct ®,, V,, G, such that for 8 = « the conditions 1)—8) are satisfied. 
To do this some preparations are needed. First of all we notice that from 1)—8) 
the following properties are resulting: 
20) 1 9’ <P” <a then ®, is an all-operation-and-order- genuine striet subfield 
of®,., 
3) if B’ < PB" <a, then V,<V,., 
60) PT < PB" <a, then G,(X) = G,.(X) for all Xe Vz. 
We start with definition of the following auxiliary entities 
®,,V,,G,(X), as in [(1), $ 7, 11, 12, 13]. 


®, is defined as the field with domain U ®, and operations and order defined by those 
B<a 
in ®,. The field ®, is an all- operation -and-order- genuine striet linear subfield of ©. We 


have card ®', < x. We define 
Vv,=UV,. 


B<a 

This space is composed of some ®’ ®%-aggregates. It is a linear space with multipliers taken 
from ®,- We define G, (X) on V’, as follows: Let X e V,.. There exists $# < x such that 
X«V,. We put G,(X) . G,(X); G,(X) isa ®,-valued linear functional on V’, with multi- 
pliers taken from ®,. 

We get, as in [(1), $ 7, 14], 

G,(X) < *gq”>(X) for all Xe V.. 

lf x—1 exists, then the entities ®\, V,,G,(X) coincide with ®,_,,V,_, and @,_,(X) 
respectively. 

7. It may happen that V‘, contains the characteristie aggregates of all somata of 
®. If so, the process stops through the formation of ®.. 


8. Let us suppose that V‘ does not contain the characteristic aggregates of all 
somata of ®. Under this hypothesis we are going to construct the entities ®&,, V, and 
G,(X) as follows: For the sake of simplieity we shall drop the index «& if no ambiguity 
will be feared. 


There exists a soma A, of 8’ whose characteristic ®’®,-aggregate (see [(1), $5, 11]) 
X =2,=4°1+ 004,0 
does not belong to V’. (The coeficients 1, 0 can be understood as belonging to ®\. We shall 
apply the known Banach’s device, (4) and [(1), $ 7, 18]: Let z,, x, € V’. We have, by [6], 
G(—2,) St" (— 2) = Hl m—Xo)+ (22 + X] Sr — m — X) +*gl + Xo)- 
Hence 
G (2) —G(2,) S *glzı + X) + *ala2, + X) 

where the high index ©’ is dropped for simplieity. 

We get just in the same way as in [(1), $ 7, 18], 

— G (2) — *glaı + X) S — GC (2) + rl. + X). 


Both sides of this inequality are right endings of sets of ®'’-right endings. By [(1), $1G,6], 
we obtain 


Cr= RE{-G()—*gla+ X)|zeVISLEI- GC (a) +*gla+ KulzeV}=*D. 
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By [(1), $s1K, 2, 3] there exists a unique smallest right ending y* (of sets of ®'-right 
endings) and a unique greatest left ending *ö such that 
C* <y*, *5<*D. 
Thus we get the inequality 
N) Cd rlr+ X) Sy St <S—G,lr) + lc + X), 
which is valid for all ze V.. 


9. There are two cases to be considered separately; 
case 1): there does not exist any quantity o’€ ®\, such that y* <o’< *ö, 
case 2): there is such a quantity _’. 


10. We shall consider the first case. We know that the ordering of the quantities 
of ©, is an order-genuine subordering of the chain of all ®,-right endings through order- 
isomorphism, and this chain is in turn an order-genuine subchain of the chain of all right 
and left endings of sets whose elements are ®-right endings, through order-isomorphism. 

Let ZT’ be the set of all quantities a in ©, such that a < y* and A the set of all quanti- 
ties b in ©, such that *#ö <b. We have TvA=®, andTnA=&, so T, A make up 
a gap in the linear ordering of ®,, (see [(1), $6, 29]. 

I' can not admit a maximum, because if so, we would have the case 2). Analogously 
A does not admit a minimum. Consequently the gap is either proper algebraic or proper 
non-algebraic, [(1), $6, 31]. Denote by g, the linearly ordered field, with elements of 
type o(r), which constitutes the corresponding elementary linear extension of ®, through 
a well determined isomorphism, denoted by W,'. Let @, be the X," image of ®,, and 
let o’’ (of type o(r)) be a quantity in g„ which fills up the gap, [(1), $ 6, 37]. &,, is an 
order-genuine striet subfield of », and W,, is the isomorphism from @, onto ©‘, where 
®, <= {Q,}. We are in the conditions of Lemma [4]. There exists an isomorphism M, 
taken from [4, (3)] such that A, = g,'{M/" and where ®, is an all-operation-and-order- 
genuine striet subfield of ®,. Take M, with the smallest index and denote it by A". 
Putting ®, = W,(9,), we get ©, <®,, ®,< {Q,} and 9, ®,, 9, 

We define 

4) 0: = Anle"). 


We have o, € ®,. If there is no proper extension of ®, we get back ®, = ®, and o, = _". 
Thus we have got a linear extension ®, of the field ©). 

In the second case [9], there is already available a linear extension of ®\, viz. ©, 
itself, since there exists o, such that 

„”’SsAS*. 

There may be many quantities o,. To have a definite construction, we take this extension 
of ®, which in [5, (4)] has the smallest index, and if, nevertheless, there will be several 
elements o, filling up the gap, we shall take this one which, in [2, (1)] has the smallest 
index. 

11. We have obtained a well determined superfield ®, of ®, where ©, < {Q,}, 


0x € ®,, and where, by [8, (1)], 
— G,(2) — *qQ’(z + X,) So, S—G,(2) + *g’el(z + X,) for all ze V,. 


Hence we get for isomorphic images generated in ®,: 
— 6,2) — *e(z+ X) Sa S—6C,(2) + *g’*(z+ X,) 


which is valid for all xe V,. 
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12. Define the space V, as the set of all aggregates x + tX,, where ze V/, te ®,. 
If Ye V,„, then Y amits a unique representation 
Y=xr-+1X, where zeV,, te®,. 
V„is a linear space with multipliers taken from ®,. It is composed of some ®’®,-aggregates. 
We have V,<V/,. 
Define, for all aggregates Y = x +1tX,€ V, the functional G,(Y), by putting 


G(@ + 1X) = G,(2) + 10,. 


G, is a linear functional in V, with multipliers taken from ®,. 
As in [(1), $ 7,24] we prove that G,(Y) < *g”*(Y). 
13. Having defined ®,, V, and G,(X) we prove as in [(1), $ 7, 25] that these entities 


fulfill all requirements specified in [6]. This being done, the transfinite induction yields 
the well ordering of more and more ample linearly ordered fields 


D,<=d,< .<cd,<e.- 


whose elements belong to {Q;}, and consequently, have the same logical type. It yields 
also a well ordering 
Go(X), G,(X), . Ga(X), alzın 


of linear functionals defined on the spaces 
VızV,ı<'-<V,„<*--  respectively. 


The elements of all these spaces are ®’®,-aggregates, and G,(X) is ®,-valued with multi- 
pliers taken from ®,. The inductive process must stop at ®, for some ordinal y where 
card y < x. The space V,, contains the characteristic aggregates of all somata of ®'. If 
we put for all Ace®' 


u(A) = G(2,) where 2, =A:1+c0A+0, 
we obtain an additive ®,-valued measure on ®'. For Ace ® we get w(A) = w(A). Thus 
the following thevrem is proved. 
14. Theorem. /f 1. ® and ®’ are finitely additive Boolean tribes, 
2. 8 is a finitely genuine striet subtribe of®' [i.e. with equality, 
finite operations, zero and unit on® taken from ®'], andB<%, 
. 9, is a non trivial linearly ordered field, 
. u(a) isa pu-valued, finitely additive measure on®, (which may be 
not = 0), 
then there exists a linearly ordered field ® and a finitely additive, ®-valued measure M(A) 
on ® such that 
1) p, is an all-operations-and-order-genuine subfield of ® through an isomorphism T, 
2) M(a) = T"(a) for all ace®, 
3) card ® < max (card g,, card ®'). 


15. Corollary. /f 1.2.3.4. as before, in theorem [14], p& 9. and for every ace® 


we have u(a) S p, then 
M(A) Sp) for all AE®. 


In this case the extended measure is bounded. 
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Proof. To prove this, we take into account the proof of the theorem [14] and relı 
on the following theorem: 
If Ac®', and 2, is the characteristic aggregate of A, then 


*g(2,) = M’(A). 








Indeed, 


H*[{a;}, Q4] = 3 M" (a,) : max {| 7, | |a, - Ar #0}, where A, = A, A, = c04 
k=1 





„eh, = 
The set {} 7. | |a, A #0} is composed of the numbers 1,0 only. If A +0, then 
exists k with a, A; #0 and }; == 1; hence ' 


max {l2,|1a A, #0} =1. 






We have 





H*[fa;}, 24] = 2; M"(a,) 

where the summation 2; is taken over all a, for which a, A #0. Since all «a, related i 

this summation are disjoint with one another, and since %; M’(a,) = M"(2;a,), and sind 
£/a, may be any soma a& ® such that A < a, it follows that 

LE(H*Q,) SM'(A), ie. *g(2,) < M'(A). 















Having this we proceed as follows: Since for all ae® we have u(a) < T(p), it follow vobei 


that *g(2,) < Tip). Since G(X) < *g(X) for all B8’d-aggregates, we get M(A) <T(p),s 


the theorem is proved. 
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Wesentliche Komponenten bei Gitterpunktmengen. Il. 
Von Friedrich Kasch in Heidelberg. 





1. Es sollen hier eine Verschärfung von Satz 2 der im Titel genannten Note!) 

und zwei ergänzende Bemerkungen mitgeteilt werden. Der Beweis der Verschärfung 

Z wird ausführlich dargestellt, da der Beweis von Satz 2 in (I) durch Rechen- und 
tedi Druckfehler entstellt ist. Die Verschärfung von Satz 2 besteht in folgender Aussage: 


d sind Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gilt 
M) yzall+e!7*), 
vobei für c jeder Wert zulässig ıst, der zu beliebigem q > 1 durch 


1 
c =c(q) a (r + A)r+tigr 


Da man für r =1 bessere Abschätzungen hat, interessiert hier nur der Fallr 2 2, 
RA LT im folgenden stets gelten soll. Ist dann bei festem r der Wert q = q.„ so, daß c in (2) 
6 (maximal wird, so gilt 2 < qm < 3, wie anschließend gezeigt wird. Der genaue Wert von 
/„ soll nicht bestimmt werden. Bereits 

n procki 


mate c(3) e ar 


tem Fr 

st größer als der in (I) angegebene Wert c = (&r r Ay)r’ fürr 7 gilt ferner c(2) >c(3). 
Entsprechend kann man den Faktor c an allen Stellen, wo er in (l) vorkommt?), 

urch einen durch (2) bestimmten Wert ersetzen. 


Zum Beweis von (1) überlegen wir zunächst: 
(3) c(2) > c(g) für 1<g<2, 
| c(3) Ze(g) für 3 <q, 


o daß wir uns im Beweis auf 2<g<3 beschränken können. Das Minimum von 
g—1"(r +1 —k) fürk =1,...,r wird für 1 <g<2beik =r und für g23 bei 
=1 angenommen. Dann gilt also 


1 1. 
c(g) = + er für 1<qg<s2, 


4 —1)r „. 
c(g) = (r+ ij 7 für 3<Sgq, 


voraus unmittelbar (3) folgt. Wir setzen jetzt (außerr 22)2<g<3 voraus. 


!) Dieses Journal 197 (1957), 203—215, im folgenden mit (I) zitiert; wir übernehmen alle Definitionen, 
Bezeichnungen und Zitate aus (I). 


2) Also insbesondere in (115), (I 16), (1 17). 
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Wie in (I) wird zunächst angenommen, daß mindestens eine der Komponenten 
vonn =({n,,...,;,) größer oder gleich g(r + 1) sei. Die Indizierung sei so, daß 
n +1>g(r+1) fürı =1,...,k Rs, 

nn +1<sg(r+1) fürri=k+1,. 










gelte. Wir setzen 





I; +1 + per $ 
- "| friı=i,...,%; 









nn =0 PATE: NR. 
nv ealn,. san rn. 50) ri al... „K; 
Wulh,-.:,W: 









Dann gibt es zu jedem Gitterpunkt m mit m < n, n’ ss m mindestens einimit m<ın 
Die Anzahl der Gitterpunkte a e X(n) mit n’ <a <n bezeichnen wir mit A(n‘, n) 
dann gilt 


ae x E_ er k 
(4) Aln',n)Z AA > A(n) ETRENE: 
Fr 



















ra ++) 





i=1 


— An Be un (+1) 





> A(n) — (1— o) 


N (n). 






= r+1 
‚k) folgt 






Aus, +1>g(r+1)(i=h,... 

















+1 i 
n+1S el (EI 
unter Beachtung von nn +1 <sg(r+1)(i=k+ÄÜ,...,r) erhält man daher 






r Er e + 1 
N\W=- DR +12 at + VO ne]. 1 






Wegen 











“ u 4 
von [et] zäle 
=1 


i=1 





folgt 
Be. 
(5) Gr FI -N(n) <N(n‘). 


Für die Gitterpunkte amitn’ <a <ngilt N(a) > N (n’); also erhält man aus (4) und ( 






NG RE | Du.) Sri k 
2 N@) > 4; AU, Nm). 





Damit folgt aus (18) 


Cin) _ An) $5 8 - A 
Na) = Na) 3 Nn) r+1 
Wie in (143) erhält man nun 
Ch) —_ r+1—ki1—a 
N(n) £* r+i1 A ) 
so daß (1) fürk =1,...,r mit dem durch (2) gegebenen Faktor folgt: 






(—1)* 
(air +1))r' 









-0)| mit c, = 









s(t+ 0 






wir, 


für 2 


nachz 
gilt ( 





defini« 
für Ü 
von N 
erhält 





vorgeg 


[3 


2 
gebene 


ür all 





gilt, die 
soll nic 
3. 
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soll hier 
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Für den noch zu behandelnden Fall nn +1 =<g(r+4) (i=4A,...,r) bemerken 
wir, daß es wegen 


ae un | 
re Pe HI MS ZT, Wert Mi 


für 2 <q <3 genügt, 
3 1—a 
6 > (# nz 3 
(6) Y & + (g(r + 4))r Fr} 
nachzuweisen. Für A(n) = N(n) bleibt der Schluß aus (I) richtig. Ist A(n) < N(n), so 


gilt (114); wegen N(n) < (g(r + 1))’ und x(1— a) <} folgt daraus (6), womit auch 
jetzt unsere Behauptung erfüllt ist. 


2. In (I) hatten wir die asymptotische Dichte durch 


a 
“rt en On 
definiert. Dieser Dichtebegriff ist nicht translationsinvariant und dürfte daher ungeeignet 
für Überlegungen sein, die etwa darauf abzielen, eine zum asymptotischen Dichtesatz 
von M. Kneser [5] analoge Abschätzung zu gewinnen. Translationsinvariante Begriffe 
erhält man durch die folgenden 


Definitionen: 1. x = &(N) sei die größte Zahl mit der Eigenschaft, daß es zu beliebig 


vorgegebenem e > 0 einen Gitterpunkt n, gibt mit _ >&—efüralln > n.. 
2.i= (8) sei die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, daß es zu beliebig vorge- 


gebenem e > 0 einen Gitterpunkt n, gibt mit 
4 n 
EM unZ 

ür alen > n,. 

Die Begriffe «* und A* erhält man aus diesen Definitionen, wenn man darin 
2n, durch n << n, ersetzt. 

Wir haben diese Definitionen hier angegeben, weil für die dadurch gegebenen Größen 

die Abschätzung 


(7) Fzält4 


a a Tom 
HR 

gilt, die besser als (1) ist. Der Beweis, der auf dem gleichen Ansatz wie der von (1) beruht, 
soll nicht ausgeführt werden. 


3. In (I) wird darauf hingewiesen, daß man Basisabschätzungen der hier betrach- 
eten Art auf beliebige Punktmengen im r-dimensionalen Raum übertragen kann, wenn 
man dafür die Begriffe Dichte, Basis usw. im Sinne von L. Chatrowsky [1] einführt. Es 
soll hier noch bemerkt werden, daß man für diese Begriffe eine zu (7) analoge Abschätzung 
beweisen kann. 





Eingegangen 22. März 1967. 
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Axiomatischer Aufbau der Kreisgeometrie 


Von Walter Benz in Mainz. 



























Einleitung. 


1. In den neueren Untersuchungen und axiomatischen Begründungen der Krei 
geometrie spielt der Berührsatz eine ausschlaggebende Rolle?). Er besagt: Liegt de 
Punkt P auf dem Kreis k, der Punkt Q nicht, dann gibt es durch P, Q genau einen Kreis 
der mit k nur den Punkt P gemeinsam hat. — Neben einem’ Reichhaltigkeitsaxiom un 
der Forderung, daß durch drei verschiedene Punkte ein und nur ein Kreis geht, verbür 
er bereits zu jedem Punkt W die Existenz einer affinen (entsprechend projektiven) Ebeı 


®, 

E(W): Ihre Geraden sind die Kreise durch W, ihre ‚Punkte‘ sind die Punkte bis auf W 4 
Auf dem Fundament des Berührsatzes und der beiden anderen Forderungen (wi n 
wollen dieses Fundament eine zyklische Ebene nennen) aufbauend, haben van der Waerde n 
nen P 


Smid [15] gezeigt, daß die zusätzliche Annahme des vollen Satzes von Miquel (Axiom 
in [15]) zu einem kommutativen Körper $ führt derart, daß sich in der affinen Eba hieder 
E(&) über $ (sie ist zu den Ebenen Z(W) isomorph) die von den Geraden in E($) we Gerad 
schiedenen axiomatischen Kreise (in klassischer Weise) durch quadratische Formen ın hneid. 
festem quadratischem Anfangsstück beschreiben lassen. Ab 


Ebenfalls unter Zugrundelegung einer zyklischen Ebene zeigte Ewald [2], daß d@@xioma 
zusätzliche Annahme gewisser Orthogonalitätseigenschaften und die des Büschelsatzchter | 
(Liegen von vier Paaren lauter verschiedener Punkte in fünf Fällen je zwei Paare af@usgan 
einem Kreis und sind diese Kreise alle verschieden, dann liegen auch im sechsten Fall di 
Paare auf einem Kreis) zu einem dreidimensionalen projektiven Raum R über eine 
Körper 8 führt dergestalt, daß die Ausgangspunkte bzw. Ausgangskreise durch di 
Punkte bzw. ebenen Schnitte einer in R eingebetteten konvexen Quadrik wiedergegebe 
werden). 

Petkantschin [10] geht in seiner axiomatischen Begründung der Kreisgeometrie 
unter Annahme von im wesentlichen Trennungseigenschaften und Eigenschaften vı 
Möbiusabbildungen — bis zum klassischen Fall vor (mit Hilfe schließlich eines Stetigkei 


lie Au: 










axioms). Hier ist natürlich der Berührsatz erfüllt. vesetzt 
Eine axiomatische Begründung der Kugelgeometrie hat Hoffman [6] gegeben: Unte U. 
Zugrundelegung eines zyklischen Raumes (vgl. a. a. O. Axiome 1.1 bis 1.4; hier ist wege Doppel 


1) D 77. 
2) Ewald [2], Hoffman [6], Hoffman [7], Hoffman, Die Inzidenzmatrix in der Geometrie (Vortrag gel ) 









ten im Math. Kollog. der Joh.-Gutenberg-Universität Mainz, 1956. Wird veröffentlicht), Petkantschin [Iperuht 
Smid [13], v.d. Waerden, Smid [15]. 
3) v.d. Waerden, Smid [15]. ) 
#4) In einer demnächst erscheinenden Arbeit des Verfassers über „Beziehungen zwischen Orthogonalität ®) 
und Anordnungseigenschaften in Kreisebenen‘ wird gezeigt, daß 8 ein angeordneter kommutativer Körper faınmen] 
in dem jedes nichtnegative Element Quadrat ist. 


r) 


7] nähe 


Journ 
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xiom 1.4 jede Kugel zyklische Ebene) führen schwache Eigenschaften von Inversionen 
Kreis zu einem angeordneten kommutativen Körper, in dem jedes nichtnegative 
lement Quadrat ist. Dieser Körper beschreibt in klassischer Weise die Ausgangs- 
bometrie. 





2. Die folgenden axiomatischen Untersuchungen über Kreisgeometrie, die den Begriff 
bs Doppelverhältnisses an den Anfang stellen, führen nun zu Kreisgeometrien, in denen 
e Gültigkeit des Berührsatzes einen Ausnahmefall darstellt. Welche Reichhaltigkeit an 
reisgeometrie — unabhängig vom Berührsatz — noch zu erwarten ist, mag ein Beispiel 
er Nicht-Berührsatz-Geometrie (vgl. $7, Geometrie 2) beleuchten, in der neben 
ivialen Verknüpfungsaxiomen der Satz von Miquel und der Büschelsatz erfüllt ist und 
der eine Relation „=“ zwischen Winkeln°) (ab; 5) (geordnetes Kreispaar zweier sich 
indestens in zwei verschiedenen Punkten schneidender Kreise a, b und ein Schnitt- 
nkt 5) definiert werden kann mit den Eigenschaften: 








®,: „=“ ist eine Äquivalenzrelation. 





%, (Eigenschaft der Abtragbarkeit): Ist « ein vorgegebener Winkel, a ein vor- 
pgebener Kreis, sind 7, T’ vorgegebene verschiedene Punkte auf a, so gibt es genau 
nen Kreis 23 7, T’ mit x = (ax; T). 





®,: Satz über den Sehnentangentenwinkel. 
®,: Satz über die Winkelsumme im Kreisdreieck®). 


Zeichnet man — etwa in dieser Geometrie @ oder in der Geometrie 7 (vgl. $1) — 
nen Punkt W aus und nennt man alle Kreise durch W ‚Geraden‘ und die von W ver- 
hiedenen Punkte ‚Punkte‘, so kommt man freilich zu keiner affinen Ebene: Zu einer 
Geraden“ gibt es durch einen nicht auf ihr gelegenen ‚Punkt‘‘ mehrere Nicht- 
n miichneidende. 










Abgesehen von gewissen Verallgemeinerungen werden die folgenden Geometrien 
xiomatisch begründet und genauer untersucht: Ist 8, ein kommutativer Körper, $, ein 
chter Unterkörper von $,, so seien die Elemente von $#, neben einem weiteren „oo“ die 
usgangspunkte und — A, B, C seien verschiedene Punkte — die Mengen’) 


(420 = 14,.5,0){x [4 2]e— 0.0) 





lie Ausgangskreise. Dabei ist 


ABI A—C: A—X 
xc|- B—-C' B-X 


gesetzt (mit dem Symbol oo wird in bekannter Weise gerechnet)®). 





U. a. gibt $1 das Axiomensystem und — hieraus abgeleitet — den multiplikativen 
Doppelverhältniskalkül. Identitäten innerhalb dieses Kalküls bedeuten gemäß $ 2 Winkel- 


5) Mit einem Winkelbegriff in der Kreisgeometrie — der wesentlich auf der Gültigkeit des Berührsatzes 
beruht — hat sich axiomatisch Smid [13] beschäftigt. 

*) Im klassischen Falle nennen wir Kreisdreieck das kreisverwangte Abbild eines gewöhnlichen Dreiecks. 
?) Die Menge aller X einer Grundmenge & mit der Eigenschaft € wird durch {X | €} bezeichnet. 

®) In anderem Zusammenhang treten gewisse dieser Geometrien bei Freudenthal [4] auf. Speziell im Zu- 
saınmenhang mit dem Satz von Miquel benutzt Peczar [8] solche Geometrien. Den Fall [8,: 8,] = 2 hat Hoffman 
7] näher untersucht. 
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R A BJ [A C][A DI _ f 2 EN 
sätze (2 c| r u e = = —1 ergibt z.B. den Satz über die Winkelsumme 





“ Kreisdreieck; vgl. Satz 17) und insbesondere Schließungssätze (wie die Peczarsche Ide 


tität; vgl. Satz 4). 
In $2 wird ein allgemeiner Begriff Winkel, besser Büschelecke, definiert. Z 
Beweise von Büscheleckenbeziehungen werden die Axiome unmittelbar angewandt, 


i x MER ö ua, [A B] _[DcC 
in den Sätzen 6, 7, 8 (hier gibt z. B. die Identität 5 ei = r A sofort den Satz üh 
















den Sehnentangentenwinkel), 9 und insbesondere in den Sätzen 10, 11, welch letztere d 


St 

Begriff „Gleichheit von Doppelverhältnissen‘‘ veranschaulichen. (Diese Veranscha she 
lichung ist nützlich bei gewissen Entwicklungen des $4; ab Satz 25 bis einschließli ıB 
Satz 26.) D 2 
Die Axiome gehen auch unmittelbar in Satz 20 ein, in dem — im Falle von Berühß A, B 


satzgeometrien — der Anschluß an den Winkelbegriff von Smid hergestellt wird. 


Die Büschelecken sind in ihrer Gesamtheit durch die Faktorgruppe ®/U beschreibb 
($ 3); © bedeutet dabei die multiplikative Gruppe der Doppelverhältnisse, U die Unte 


gruppe der engen (s. $1) Doppelverhältnisse. Die Involutionen von &/ll repräsentiere u 
spezielle Büschelecken, die Orthogonalecken genannt werden. Sie bilden zusammen m... de 
der Nullbüschelecke eine Untergruppe der Gruppe aller Büschelecken. Im Falle d 

K 


Geometrie Y gibt es verschiedene Orthogonalecken. Gilt der Berührsatz, so hat man gena 
A 2 & b A B 


eine Orthogonalecke, wenn es vier verschiedene Punkte A, B, C, D mit | pc c MED 














gibt. 

Bei der Untersuchung von Trennungseigenschaften in $yr-Kreisquaternaren (De _ 
nition in $ 1) spielt der multiplikative Doppelverhältniskalkül eine gegenüber dem ada@eer‘ 
tiven ausgezeichnete Rolle (Sätze 24, 24’, wo — man vergleiche hierzu Sperner [14], $4 


die harmonischen Fälle Z = 1, 3 betrachtet werden); selbst bei einer vollen Anordnu@ G 
läßt sich das starke Monotoniegesetz der Addition leicht mit Hilfe von Doppelverhältn@!" Ki 
relationen ohne vorherige Entwicklung des additiven Kalküls formulieren. $ 

Eine Addition von Doppelverhältnissen wird in $5 eingeführt. . Man kommt so ls Kı 


den bereits zitierten Körpern $,, 8;- 

Satz 30 ($6) gibt — in der Doppelverhältnissprechweise — eine dem Berührsat 
gleichwertige Bedingung an. Algebraisch läuft sie auf [8,: 8,] = 2 hinaus. 

In der Geometrie & (hier ist [8,: 8,] = 4) gilt — wie schon einmal gesagt — au ( 
nahmslos der Büschelsatz. Hingegen gilt der Büschelsatz nicht ausnahmslos in der Ge 
metrie 7 (vgl. $ 1). Satz 31 gibt eine algebraische Bedingung an, die im wesentlichen d 
Gültigkeit des Büschelsatzes äquivalent ist, keinesfalls aber der Bedingung [$,: 8,] = 

Für die Anregung zu dieser Arbeit und Ratschläge bei der Abfassung bin ich meine! 
hochverehrten Lehrer, Herrn Professor Furch, zu Dank verpflichtet. 













$ 1. Axiomensystem. Die multiplikative Gruppe. 


Es seien B= {A,B,C,D,...}und @= {t,...} abstrakte Mengen mit |®|>4 uw 
|0|=1°). Die Elemente der Menge ® nennen wir Punkte. Ein Punkte-n-tupel A, (m 
endlichem n) heiße eigentlich, wenn | {A,, Aa. . -, An} | = n ist. Es sei o eine eindeutig 


9) Ist M eine Menge, so wird mit | M | ihre Mächtigkeit bezeichnet. 
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bbildung der Menge der geordneten eigentlichen Punktequadrupel auf ©. Ist t das Bild 
on ABCD bei der Abbildung o, so wird o(ABCD) = t oder ABCD -+t geschrieben; 
heiße auch das Doppelverhältnis des geordneten eigentlichen Quadrupels A,B,C,D. 


Ime j 






\e Ide 






A sei eine echte (eventuell leere) Teilmenge von ©. Dann erklären wir Kreise (relativ 4) 
ermittels der Struktur (®; ©; o): Ist A, B, C ein eigentliches Punktetripel, so wird unter 
em Kreis (ABC) neben den Punkten A, B, C die Menge der Punkte X verstanden, für 
ie das Doppelverhältnis von ABCX in 4 liegt. 

Die Elemente von A heißen eng (relativ A); Punktequadrupel, deren Doppelverhältnis 
ing ist, heißen selbst auch eng. 
Statt A,B,CıD, >t, A,B,C,D, >t wollen wir auch F ei = ba ; schreiben 

1911 #ı ‚A23D2a1203 D.C, D, C, 

bs liegt gewiß eine Gleichheitsrelation vor) und insbesondere statt ABCD-t auch 


5e]= oder e=[7 3 


DC 
A, Bı A, B, Ira BI? A 
|- 5‘ c, durch DE ab. An Stelle von DE 


pgentlich | - € A geschrieben. 





. 2 
ndt 






’ 







tz ül 





ere de 





ıscha 
ließlis 





|. Sind keine Verwechslungen zu befürchten, so kürzen wir 


ei —=teÄd wird auch ge- 






A 
DC 
Wir betrachten nun allgemeine Kreisquaternare; das sind Strukturen (®; 9>4; o), 
ie den folgenden Eigenschaften genügen: 






KQ1. Ist A,B,C,D,E ein eigentliches Punktequintupel, so folgt aus I? c\‘ 4, 
AB 
ED 


KQ2. Ist A, B,C,D ein eigentliches Punktequadrupel, so folgen aus I» 1 eA die 





Ä . \ AB 
le A die weitere Relation | E c| ed. 










(Di AB Ac BA 
n. eiteren Relationen r | ed, 5 A ed, R 2 ed. 
$ 
dnun Grob gesprochen bedeuten KQ1, KQ2, daß durch drei verschiedene Punkte genau 
ältnpin Kreis aus (P; © > A; co) bestimmt ist. Genauer hat man die Sätze 1,, 1,. 
Satz 1,. Gegeben sei eine Struktur (B; ©; 0). Gewisse Teilmengen der Menge ® seien 
s0 Mills Kreise ausgezeichnet mit den Eigenschaften: 
(1) Es gibt einen Punkt P und einen Kreis k mit Pe k. 
hras (2) Zu drei verschiedenen Punkten gibt es genau einen Kreis, dem sie angehören. Jeder 
reis besitzt mindestens drei verschiedene Punkte. 
& (3) Sind A, B,,C,,D, und A,, B,, C,, D, eigentliche Punktequadrupel, liegen die 
el 1 2 
en ( unkte A,, B,, C,, D, gemeinsam in einem Kreise und gilt | D Mi ‚so gehören auch A,, B,, 
= 2», D, gemeinsam einem Kreise an. 
eine Bildet man dann die Menge 4A aller t€ ©, für die es vier — gemeinsam einem Kreise 






angehörende — Punkte A, B, C, D mit ABCD +1 gibt, so ist (®; 9 > 4; 0) ein allgemeines 
Kreisquaternar, dessen Kreise genau die Ausgangskreise sind. 
Beweis. Nach (1), (2) gibt es vier verschiedene Punkte A,, B,, C,, D,, die nicht 


gemeinsam einem Kreise angehören. Nach (3) gibt es kein eigentliches — gemeinsam 


ı 2 
einem Kreise angehörendes — Punktequadrupel A,, B,, C,, D, mit r - . Damit ist 


te@ — 4, wo A,B,C,D, »t. — Da KQ1, KQ2 trivialerweise gelten, ist (®; @>4; o) 
ein allgemeines Kreisquaternar £. Daß die Ausgangskreise genau die Kreise von £ sind, 
gr 




















60 Benz, Azxiomatischer Aufbau der Kreisgeometrie auf Grund von Doppelverhältnissen. 


folgt so: Ist a= {A,A',A',...} ein Ausgangskreis und sind A, A', A” verschiedeı Zx 
Punkte, so ist a = {A, A’, A"} u [x r e € al; a ist also der Kreis (A 4’ 4M>at? ; 
AA hander 


von Z£. Jeder Kreis (POR) von 2 ist andererseits ein Ausgangskreis; durch die drei v@@Kreise 
schiedenen Punkte P,Q, R geht nämlich genau ein Ausgangskreis p, für den wied@@henutz 
p={P,Q,R}v [x F 2 Ä al hergeleitet werden kann. Ei 
sind: 
Bemerkung zu Satz 1,. Ist ® eine Menge, in der gewisse Teilmengen als Kreise au 
gezeichnet sind mit den Eigenschaften (1), (2), so kann man — neben anderen Mögliec 
keiten — mit einer Methode, die auf v. Staudt zurückgeht, in folgender Weise zu d 
Voraussetzungen von Satz 4, kommen!°). Ist y(®) eine Gruppe von Kreisverwand@@0 1. 5 
schaften über ® und sind A, B,C, D und A’, B’, C’, D' eigentliche Quadrupel, so hei 
I» - = 5 - ‚ wenn es eine Kreisverwandtschaft ke y(®) gibt mit kA =4 
kB = B',kC = (', kD= D'"!). Die Menge der Gleichheitsklassen, in die die Menge 4 
geordneten eigentlichen Punktequadrupel auf diese Weise zerlegt wird, heiße ©. — Jedi0 2. 5 
geordnete eigentliche Quadrupel q gehört genau einer Gleichheitsklasse an, d. h. gen: so 
einem Element t von ©. Die Zuordnung g > sei dieAbbildung o. Die genannte gruppe 
theoretische Korrespondenz läßt sich auch bezüglich unserer weiteren Axiome Q0, Q1, ( 
einfach fortführen. Allerdings sind dabei Abschwächungen (vgl. $2) von Axiom 02 nid@@sJIche 
möglich. @.chafte 





00. 1: 





Im gleichen Zusammenhang wie Satz 1, gilt 3y-Qua 
Satz 1,. Die Kreise eines allgemeinen Kreisquaternars (B; 9 > A;0) genügen Gi 
Eigenschaften (1), (2), (3) von Satz 1,. = Gleichı 


Beweis. Da A echte Teilmenge von © ist, hat man (1). Ebenfalls folgt (3) unmittelb %;0: 
aus der Definition des allgemeinen Kreisquaternars. Für (2) ist noch zu zeigen, daß drei ve 

























bezeich 
schiedene Punkte höchstens einem Kreise angehören; wir sind fertig, wenn wir bewies ...Kre 
haben, daß aus P,Q, Re (ABC) stets (PQR) > (ABC) folgt, wo PQR und ABC eigentlid 
Punktetripel sind. Ist {A, B,C} = {P,Q, R}, so zeigt dies KQ 2. In den übrigen Fäll@ Je 
{A, B,C}r{P,Q, R} =++® reduziert sich jeweils der jetzt zu gebende Beweis für dQuadrı 
Fall {A,B,C}r {P,Q, R}=®. — Wegen KQ1, KQ2 folgt aus 5 4 E was na 
AP AB] [A B am MA Pl,;, Behaup 
Ir 4 € A die Aussage E al: = >| e A,d.h. r 5 5 ei €e d nach KQ2. Al & 
., [AP]... [?01, J .,[? 0] [PQ 
ist b a bzw. F a Element von A. Entsprechend ist R a lc a €e A und a = 9, : 
2. 1 
A, B,C e(PQR). Sei nun X ein Punkt mit 5 - eA und X& {A,B,C, P,Q, R}. Möweiterer 
I=$, 


len Punl 
lurch 1. 
icht die 
+0w 


FENTENFENTHREITENFENTERRRENTENE 


aX j AX] [AX PX] [PX En \ 
r g|e4 bzw. weiter Pr | r- p|e4 d.h. E pi: Ir ale#- Damit ist schlie 


lich b% o| € A bzw. [x 4 €A, d.h. Xe (PER). 


), oo sin 


10, Die Eigenschaften (1), (2) sind mit den Axiomen I bis IV von v.d. Waerden, Smid [15] äquivale 
Sie sind auch äquivalent mit den Axiomen A 1 bis A4in Petkantschin [9] oder den Axiomen 1a) bis 1c) in Ewald| 


Wi 


") Vgl. Prüfer [12], wo — in projektivem Zusammenhang — genau so vorgegangen wird. ler Zut 
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Zwei verschiedene Kreise eines allgemeinen Kreisquaternars schneiden sich nach 
Satz 1, in höchstens zwei verschiedenen Punkten. Ist genau ein Schnittpunkt $ vor- 
handen, so berühren sie sich. — Gehört die Punktmenge P,Q,... gemeinsam einem 
Kreise an, so soll sie insgesamt konzyklisch heißen. Stets werden auch Redewendungen 
benutzt wie: ein Kreis geht durch einen Punkt, ein Punkt liegt auf einem Kreis usf. 


Eine Struktur (®; ©; 0) heiße Quaternar, wenn die folgenden Eigenschaften erfüllt 
sind: 
00. Ist A, B,C ein eigentliches Punktetripel und t€ ©, so besitzt F c| = I genau eine 
Lösung XE® — {A,B,C}. ä 
Q1. Sind A, B,C,, Di, Eı und A,, B,, C,, D,, E, eigentliche Punktequintupel, so folgt 


'fA BJ? '[A BJ? „; yere Gleich ı[A B]? 
aus r ir r | ve weitere Gleichung F ei 


Wir haben auch Quaternare zu betrachten, in denen zusätzlich gilt 


1 2 
12. Sind A, B,,C,, Dı und A,, B,, C,, D, eigentliche Punktequadrupel mit “ n ö 


DC 
so gelten 
1 B A 2 ı74 CC]? 1 A B 2 
Solche (Juaternare nennen wir xßy-Quaternare. Gelten in einem Quaternar die Eigen- 


chaften ß, y, aber nicht notwendig die weitere Eigenschaft «, so sprechen wir von einem 
y-Quaternar; entsprechend sind ay-Quaternare usw. erklärt. 


Gilt in einem Quaternar für jedes eigentliche Punktequadrupel A, B,C, D die 


DC AB 
%;0> .1;0) nennen wir Kreisquaternar, wenn (PB; ©; 0) Quaternar ist. Entsprechend 
bezeichnen wir Kreisquaternare, in denen zusätzlich die Eigenschaften y, x gelten, als 
yr-Kreisquaternare usf. 


Gleichung FE . = li „ ,‚ so heiße es ein z-Quaternar. Ein allgemeines Kreisquaternar 


1 2 
Jedes yr-Quaternar ist xyz-Quaternar. Gilt nämlich F ei für die eigentlichen 


DC]? 2 
| B | gleichbedeutend ist. Nochmalige Anwendung von x ergibt die 
Behauptung. — Entsprechend ist jedes «ax-Quaternar auch xyr-Quaternar. 


1 2 
Quadrupel A,, B,C,,D,i= 1,2, so erfüllen sie wegen der Eigenschaft x auch A fi 


was nach y mit 


Beispiele. 1. Ein einfaches «ßyn-Kreisquaternar (®; 9 >4A; co) bekommt man durch © = {+1, 
1=96, ®= {1,2,3,4,5} und o(ABCD) — sign Ir E . at: 

2. Ist 8, ein kommutativer Körper, 8, ein $t, echt umfassender (kommutativer oder nicht kommutativer) 
weiterer Körper mit 8, < Zentrum (8,), so hat man in folgender Weise ßy-Kreisquaternare: © — 8, — {0,1}, 

=, — {0,1}, BP = 8, V {oo} und o(ABCD) = (A — C) (B — C)"!(B— D) (A — D)-!. Tritt dabei oo unter 
len Punkten A, B, C, D auf, so ersetze man in der angegebenen Formel die Differenzen, die formal © enthielten, 
lurch 1. Ist $, kommutativ, so liegen «ßyr-Kreisquaternare vor. Ist St, ein nicht kommutativer Körper, so gilt 
icht die Eigenschaft « (also auch nicht die Eigenschaft x). Denn ist a,b e 8,, ab + ba, so ist sicherlich a + b, 
b+ O und ab=+ 1. Dann setze man A = a! und B = at — b. Die Punktequadrupel A, ©, 0, Bund 4, A— B, 
Ao AA—B 
== — 1 

BO) am I 0 
oo A _[4-BA | 


— AM! _ = = = _ -1 _ 
Bol” AMA— B=a+ba=(A— BA Seh 


), co sind eigentlich und man hat | hingegen 


Wir kommen jetzt zum Doppelverhältniskalkül über einem yr-(Kreis-) Quaternar, 
der Zutritt zu weiteren kreisgeometrischen Sätzen und Begriffen gestatten wird. 
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Ist (®; ©; 0) ein y-Quaternar, so sollen die Elemente von © in folgender Weise ! 
multipliziert werden: Sei p,g€ ©, seien A, B,C verschiedene Punkte und P,Q die ® 


AB 


i ' A 
Punkte, die nach Q 0 vermittels | Pc 


ist also Q + A, B, P) eindeutig bestimmt sind. Dann werde unter pg (zunächst abhängig ! 
von A, B, C) im Falle@ + C das Element te O mit! = r c| verstanden. Im FalleQ@ = ( ’ 


werde pq = 1 gesetzt, wobei 1 ein neues, zu © hinzuzunehmendes Element darstellt. — 4 
Das Produkt pg ist von den Punkten A, B, C unabhängig: Ist nämlich A’, B’, C’ irgendein ® 


weiteres eigentliches Punktetripel, sind P’,Q’ gemäß p = 5 or = % pP be- | 


P' C Q@ P' 


stimmt, so hat man wegen r c| =p= r el: r ri =y= » 5 und Qt: 1 


PC QP Q' P' 


oc Q' C 


gekehrt: 7 c| = 7 | ergibt ” >| = ” pi mit y; wäre dann etwa Q +(? 


PC PC ce» E 


c P er: 


aber Q' =’, so hätte man » 2|=1C »|-Io »|-:-[o >|. was (00% 


Q' Pp' QPp 


widerspricht. © = @ u {1} bildet nun bezüglich der Produktbildung pq eine Gruppe, ” 
wenn man noch 1p = pi = p setzt für alle pe ©: It pe® undp= » c| ‚so istq 


mit g= I 2] das inverse Element von p. Das assoziative Gesetz (pg) r = p(gr) ist für { 


C 


4e {p,q,r} trivial. Sei im anderen Falle p = 5 eh = % >) r= Ir o1 Dann ist? 


PC OP RQ 
= p(qr) für R#+C und (p)r=1=p(gr) für R=C. (Es ist zweck- 





_ [AB 
(pq)r = [IR ei 


mäßig im Falle, daß A, B, C paarweise verschiedene Punkte sind, 4 
AB] [AB AB . 
Es gilt dann stets ” >| r x = e p|. wenn A,B=+P,Q, Rund A #B ist.) 


U= Av {1} ist eine Untergruppe von ©: Ist nämlich pe, geU, so ist auch 


pe U und pge U: Im Falle p = 1 ist dies klar. Ssip+1lundp= r ei) Aus KQ2} 


PC 


ce?» 


‚@=+C. Dann folgt au KQO1 gg = ” c|e4 q. e.d. 


folgt dann p! = R ii eA4. Ist g=1 oder pg = 1, so ist sicherlich pg e U. Sei g +1! 


ren 


Satz 2. Es sei & ein yrn-Quaternar. Dann gilt für jedes eigentliche Quadrupel A, B, C, D? 


Io el=lenl=laal=Ts al 


R "0 7009” _ SI!" [RS : 
Der Beweis folgt aus ls ns = Ir r = r a1 = ” 1 wo P,Q,R, 5 eir. be 


liebiges eigentliches Punktequadrupel ist. 


Satz 3. Ist & ein y-Quaternar, in dem | 
quadrupel A, B,C,D gilt, so ist © abelsch. 


AB 
DC 


Beweis. Sind p, qg Elemente aus ©, so ist pg = gp: In den Fällen p = 1 bzw. qg =!) 


bzw. pqg = 1 ist dies klar. Sei also p #1,9 #1, pq +1. Sind dann A, B, C verschieden: 





es —= p (es ist also P+A,B,C), ” =) =q(e | 


” 2) Re ” 4 im Falle O #C,@' +#C'. Aus Q +C folgt aber Q' +C' und um-| 


c| — 1 zu setzen. 


= E = für jedes eigentliche Punkte 


erfüllt 
ein 
p-Qua 
körpe! 


liches ( 


d 


es eig 
[AC 
IDB 


für eig 
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Pc 0P 


weiterhin mit der angenommenen Vertauschungsrelation 


»<[ozllael=lzollezl=leol=lech re 


Gemäß den Sätzen 2, 3 ist also in jedem yr-(Quaternar die zugehörige Gruppe 6 
abelsch. 


Punkte und P,Q die Punkte mit p — r ch 2. E ni zeit 20: me > r 2 un 








































































Während in einem y-Quaternar, in dem x gilt, stets auch 
[AB DB: i», b i ' 
be- a": In > ” n| für jedes eigentliche Quadrupel A, B, C, D 
erfüllt ist, gibt es y-Quaternare, die der Eigenschaft m* genügen, nicht aber zusätzlich der Eigenschaft x. Wir geben 
21: 2 ein xy-Kreisquaternar an, in dem »*, nicht aber = gilt. (In diesem Beispiel gilt auch nicht ß, da allgemein ein- 
ß-Quaternar auch z-Quaternar ist, wenn r* erfüllt ist.) Es sei $, der Körper der reellen Zahlen, $, ein echter Unter- 
um körper von $,. Es sei f(x) = & für > 0 und f(x) = 2z für zes 0. Dann sei ® = 8, v {oo}, © = 8,— {0,1} 
) 
el A= 8, — {0,1}, o(ABCD) = IE 3 . m = Dr (Tritt hier oo unter dem eigentlichen Quadrupel A, B, 
F = 0,D auf — etwa B= © —, so ersetze man die Ausdrücke f(P — @) mit oo € {P,@} durch 1; also etwa 
3 i (A e C) \ 
( . 
Q 0° o(A oo CD) fA—D') 
ppe, ' Daß in diesem Beispiel aus D ei e A die weitere Relation D u € A folgt, wenn A, B, C, D ein eigent- 
’ 
ae P a  T - A—-CB-D 
ist q liches Quadrupel sind, ergibt sich so: Bezeichnet (ABCD) — 5-6.3-5 das klassische Doppelverhältnis 
+ für des eigentlichen Quadrupels A, B, C, D, so ist E 4 == £ (ABCD) mit e+ 0, ee $,. Hat man entsprechend 
[AC . u BE; ! 1[AB % AC ’ 
N ist | In PR ka u-(ACBD), u= 0, so ist pr 2|' = u(1 — (ABCD)) = alı -:1 ce) € 8,. d.h. D 3 eA,da 
wi i a PQ 
reck- für eigentliche Quadrupel P,Q, R, $ stets he 4 + 0,1 ist. Es gilt nicht z. Das zeigt 
0 2] 1 1 — 2] 
zen. ei. a ” 2|' 
) Wir sind jetzt in der Lage, in einem beliebigen yr-Quaternar die Identität von Peczar 
h ([8], S. 214) nachzuweisen, die ihrerseits in einem yr-Kreisquaternar den Satz von 
au! ZI Miquel impliziert. 
Q2 Satz 4. Sind A,B,C, D, E,F,G, H verschiedene Punkte, so gilt 
+1 AB\[EF] T[AE][F B] [A EB 
Dc)|H6G| |DH)|GC]I|HC])|DG|' 
Beweis. Es gilt 
C,D HG] [A AF]_[HG F|_[HG][HG 
FE||CG} |H w E Gl AF 
ir. be i 
. HG] [A AE]_T[A AF]_[D6][sc 
FE) |HcC)|DH| |D6G||ccC]) |AE|JAF 
folgt. Hiermit kann man schreiben: 


unkte‘ 





pulleellaellelleal-1 
[alla] aallarl- il 


OBIEIT 
J-Bala-b2, 
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Korrolar (Satz von Miquel). Es seien A,B,C,D, E,F,G, H verschiedene Punkte. ! 
Sind dann fünf der Quadrupel ABCD, EFGH, AEHD, FBCG, AFCH, EBGD konzyklisch, ' 


so gl 












































so wegen Satz A auch das sechste, da \l Untergruppe von 6) ist. 

In der Geometrie eines yı-Kreisquaternars genügen also stets die Kreise dem Satz von ® ist. 
Miquel. Dies gilt nicht notwendig für den Berührsatz, ebenfalls nicht notwendig für den ” 
Büschelsatz: 

Es sei ft, der Körper der rationalen, $, der der komplexen Zahlen. Dann betrachten wir das ßyz-Kreis- 
quaternar über $,, 8, >8, im bereits definierten Sinne (Beispiel 2). (Diese Kreisgeometrie zitieren wir durch 
Geometrie Y.) Hierfür gilt: un 

a. Durch den Punkt i gehen die verschiedenen Kreise (00, i,1 + t), (©, 1, V2 i), die den Kreis (oo 0 1) & 2 
in co berühren. ; ( 

b. Es sei A=0, B=1,C=YV23, D=yYs, A’=o, #=2, "= — Y2, D’=- #3. Die Kreie 
(A’AB’), (A’AC”), (A’AD’), (B’BC’), (B’ BD’) sind dann paarweise verschieden. Denn (A4’AB’) enthält weder ( 
noc h ID, (A’AC’ yo weder D’ noch PB’, (: y 1D’) enthält richt B’, (B’BC’) enthält rieht D’. Weiterhin «it l 

(AA _ı [A 4 A’ A >, 2] - BB) HEN auf. 
IB B’ 2’ je DPi D 72 ‚ hingegen ur; 
CC] ar j 
p m” — 49 +20 YbEeH, — NK, I 
was dem Büschelsatz widerspricht. 2 stellt, 
eine s 
$ 2. Büschelecken'?). 
s . 1 Gilt 
Wir legen für das Folgende ein ßyr-Kreisquaternar zugrunde !?). 

Unter einer Büschelecke sei ein geordnetes Kreispaar zweier sich mindestens in zwi@ ı, RB 

. . * * . * ” 4 = ’ | 
verschiedenen Punkten schneidender Kreise a,b und ein Schnittpunkt 5 dieser Kreise ver- 
standen. Eine Büschelecke, die wir auch in der Form (ab; $) anschreiben, heiße entartet, Das t 
wenn a = b ist, sonst nichtentartet. Nichtentartete Büschelecken (ab; 5) werden gelegentlich (bıb.; 
durch (ab; SS’) angegeben, wobei {S,S’}Y=anb. EB,ch 

Ein weiterer Begriff ist der der Gleichheit von Büschelecken: 
Definition'*). Es seien (ab; SS’), (ed; TT’) nichtentartete Büschelecken. Genau dann” Dann 
heiße (ab; S) = (ed; T) wenn es Punkte Aca—b, Beb—a, Cec—d, Ded—c ei F 

[3 4 R) T T 

mil | B 4| - = Ip cl — — Zwei entartete Büschelecken sollen stets einander gleich sein. $: 

Um zu zeigen, daß die definierte Gleichheit eine Äquivalenzrelation ist, benötigen wir: B 

d i a L ms’ Ss 

Satz 5. Es seien (ab; SS’), (cd; TT’) nichtentartete Büschelecken, ferner A, A'ea— bU' 

B,B'eb—.a; C,C'«c—.d sonst beliebige Punkte. Gilt dann Xed— c mit 2 Punkt 

Ss’ 8 u 5 

(1) =, 1, N: 
BA AE 

nn B: 

!:) jm klassischen Falle handelt es sich um die Geometrie der orientierten Kreiswinkel. ? 

13) Die Grundkonzeptionen und -sätze der Paragraphen 2 und 3 sind bereits unter echt allgemeinere? gilt al 
Bedingungen (nämlich in y-Kreisquaternaren, in denen ll Normalteiler von & ist; vgl. Beispiele 2, in denen $,? Cer 
eigentlicher Schiefkörper ist) definierbar und ableitbar: Begriff der Büschelecke; Gleichheit von Büschelecken 5“ ee. 
Satz 5 (bedeutet die Transitivität der Gleichheit von Büschelecken):- hier muß Bei 

tr T| [88 A rT ) e.81, 18° 8 
xx) |BA c c)|a 2)/|B A| |B’ B N: 
























statt (3) geschrieben werden; Satz 6; Satz 7; Begriff der freien Büschelecke; Gruppe der freien Büschelecken (it? 

ebenfalls ®/U); Orthogonalecke. 
Satz 10 ist unter der zusätzlichen Annahme von ß, Satz 11 unter der zusätzlichen Annahme von & und}? 

bewiesen. 

14) (jehört der Punkt P dem Kreis a, nicht aber dem Kreis b an, so schreiben wir Pea —b. 










== unter de 


16 





Journ: 









zwei 


ver- 
tet, 


tlich 3 


lann ” 


gibt © 


wir: 


—b; 


ineren 


ren 8. 
ecken.” 


2B= X und damit e = ($’SX) = (S’SB) =b. 


en (Kt 


und} 


so gilt auch X ed—.c, wenn auch 
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- a FE 
(2) B’ A' ei X' C 
Beweis. Es ist 


s’SI_ JFSITLS ST LS’ S a, , IP mn: 
+ 144A])|BA]|IB Bj |X C]| |c CC) |X cc) |X X)’ 





Bst. 






2 d.h. mit (1), (2) gilt 


e T TI (HSIes ser 
(3) xx) la alle Blleocı 


Da die Terme der rechten Seite von (3) eng sind, gilt X’ e(T'TX) =d. Läge nun X 





auf ec, so folgte X eemd= {T', T}. Die Gleichung (2) hat aber nach Q 0 eine Lösung 
Eure TE, 





Daß die Gleichheitsbeziehung zwischen Büschelecken eine Äquivalenzrelation dar- 





stellt, braucht nur für nichtentartete Büschelecken bewiesen zu werden. Ist (ab; 55‘) 






. ., [ST _fS’S : 
| eine solehe und Aea—b, Beb—-.a, so beweist r a == Is - das reflexive Gesetz. 
U' U vv 
Gilt a,; UU’') = (b,b,; VV’), d.h. | | = | | für geeignete Punkte 
ilt (a1@, ) (bb; ) A, A, B, B, geeign 
V’ V U'U En y ö 
A, B,i= 1,2, so hat man wegen 4 I == be; 4 auch (b, b,; VV’) = (a,a,; UU’). 





Das transitive Gesetz läßt sich über Satz 5 beweisen: Gilt (a,a,; UU') = (b,b,; VV'), 
(bb; VV')=(e,es; WW'), so lassen sich Punkte A, € a, —a,, Az€ 9,—a,, B, € b,—b;. 


[u uJ_[vvie[vv]ı_ [ww 
Ba be Aa CE ER En A ” [», 4 HM A “ le, c 






Dann folgt die Behauptung aus v vu | = bi 21 


A, A, a 
Für Büschelecken gelten folgende Sätze '): 
Satz 6. Aus (ab; $) = (cd; T) folgt (ba; S) = (de; T). 


Beweis. Im Falle a=b ist c=d und damit nichts mehr zu beweisen. Sei a +: b, 
$5',S}=arb, {T,T}=end, seien Aea—b, Beb—a, Cece—d, Ded—c 






Punkte mit r | = r 4 Dann folgt die Behauptung aus r . = r A 


BA DC 
Satz 7. Ist (ab; $S) = (ac; S), anb=anc, 80 folgt b = c. 


AB C D 






Beweis. Im Falle a = b ist nichts mehr zu beweisen. Im Falle (ab; SS’) = (ac; SS’) 


Zeilt also r „ == F s | für gewisse Punkte Aea—b, Beb—a, A'cea—.c, 


BA C 4" 


Me $s'’Ss s'’s . 
C ec —-a. Mit Hilfe von Satz 5 folgt dann aus M | == [x A Xec—.a. Es ist aber 





Satz 8. Liegen die Punkte A, B, C, D nicht gemeinsam auf einem Kreise, so gilt 
((ABC) (ABD); B) = ((DCB) (DCA); C)'®). 


"5, Die axiomatische Bedeutung der Sätze 6, 8 und eines stärker formulierten Satzes 7 hat Smid [13], $ 25 
unter der Annahme des Berührsatzes, angegeben. 
1%, Im klassischen Falle ist dies der Satz über den Sehnentangentenwinkel. 
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Beweis. Die Punkte A, B,C,D sind sicherlich paarweise verschieden. Dann folgt! 


' AB] [Dec 
alles aus |, | = |4 pl’ 





| 





und 


| 





2 seien 


Sat} 9. Aus (ab; SS’) = (ed: TT') folgt (ab; $’S) = (de; T’T). 


di Wi I Ss ı 1 - 
Der Beweis ergibt sich aus r a | = r | = r c) == R nl für passende Punkte” 

















Bel 
A.B,C.D. AB BA DC CD u Be 
Unter einer freien Büschelecke verstehen wir eine Äquivalenzklasse gleicher Büschel-” 
ecken. Wir bezeichnen freie Büschelecken mit a, b,..., die entartete freie Büschelecke& (jm ( 
mit 0. Gehört (ab; 5) zur Klasse a, so schreiben wir auch (ab; 5) ea oder a 3 (ab; $). Punk 
Geben wir einen Kreis a, einen Punkt $ € a und eine freie Büschelecke a vor, so kann ( 
man nach Kreisen x mit (ax; S)e a fragen. Im Falle a=0 ist z= a die einzige Lösung. Ba’ bestis 
a=+0 ist x eindeutig bestimmt, wenn man einen weiteren Punkt S’€ a, 5’ + S, vorgibt, der” schien 
auf x liegen soll: Aus(az,; SS’) € a, (ax,; SS')eaundanz,={$S, S}=anz folgt =, d 
nach Satz 7. — Daß überhaupt eine Lösung existiert, kommt so: Ist (mn; TT') ein” ( 
Element von a, ist Mem—n, Nen—m, so bestimme man X aus [x | = p u) 
4 Fi d ; ( 
wo Aecea— {S, $’} ist. Es ist dann x = (S’SX) eine Lösung. 
9 « 
5 Die beiden folgenden Sätze kennzeichnen die Gleichung” (A ü 
PO] _[P@ 4 NO " aM | 
( Y 2 == r » durch Beziehungen zwischen Büschelecken Fr 
p a. Satz 10. Sind P,Q, R,S Punkte, die nicht gemeinsam u) 
einem Kreise liegen, sind P',Q', R',S’ weitere Punkte, so is 
pP Q Fr p' Q' ; 
genau dann Is 4 = [5 e| wenn .jolgt, 
(a) P',Q@', R',S’ nicht gemeinsam auf einem Kreise liegen“ L 
are (b) ((PQR) (PQS); Q) = ((P'Q' R') (P'Q'5');Q'), ” 4 
RT ((PRQ) (PRS); R) = ((P' R'Q') (P'R'S'); R'). Bi 
pi eo = weiter 
Beweis. Aus he 4 = Is 4 folgen unmittelbar die Eigenschaften (a), (b). Um r 4 
BLB Fr 
gekehrt gelte nun (a), (b). Dann hat man zunächst 
(4 
P 0 P' Q' & 
= Pi P' sg’ nn P' 'R' 
Is u pr ch ER TFLN was m 
PR P' R (b) au 
ls e| 0 Ir o Y’ ec (P/R'S)—(P'R'Q). P, A 
Dr 
) u PR. PR RE le Mi A 
Mit £ folgt hieraus 14 4 ui Is nl == a was X’ =’ bedeutet. Es is“ We 
also X’= Y’ ein Schnittpunkt von (P’Q’S’), (P'R'S'), der nicht auf (P’'Q’R') lieg @ wird s; 
Daraus folgt X’ = 5’, q. e.d. 1 E 
Satz 11. Sind A, P,, P,, P, verschiedene Punkte auf einem Kreis k, sind A’, P das Pr 






Aa’ pP, 
pP, P, 






P;, P; weitere Punkte, so ist genau dann ” P | Pr | 


PP, | ‚wenn 
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(a) A’, Pı, P;, P, verschiedene Punkte auf einem Kreis k' sind 


= und 


(b) die Kreise ©,i=1,2, 3, gemeinsam zwei verschiedene Punkte enthalten. Dabei 


© seien die x; bestimmt durch 


(k(ABP,)); AP)=(k'x,; A'’P;), i=1,2,3, 


2 Bek ein sonst beliebiger fester Punkt. 


A 2] % % P; 


P: PP IB >) folgt sofort (a). 


Beweis. Aus | 


2 Um (b) zu beweisen, sei also B & k ein sonst beliebiger 


Punkt und z,, i=1,2,3, durch 
(1) (k(ABP,); AP,) = (k'x,; A'P;), i=1,2,3 


bestimmt. Die Kreise x,, X, 23 sind also paarweise ver- 


2 schieden. Für i = 1,2 ergibt (1) 


P, A P, A’ 
2 (32) |x 2 Xen-#, 


P,RA]_ [PA 
a (#pl=|r al rerr 


2 (2), (3) führen uf X = Ye (nz) —K. 
hun 


cken 


ı au 


o 


2 


egen 


Wenn man nun beachtet, daß aus (2) und 


P,AI_[PR AI _ } ! 
r ri 22 Ir P, nach Q 1 die Gleichung 


PRLA]_ ng 1 [#241] _[% 4 
BT 18. A "rlao)T|x p 


# folgt, kommt man unter Beachtung von (1) (für i = 3) auf Xe&z,. 


Umgekehrt gelte (a), (b). Aus (1) folgt wiederum (2). Die Gleichung (2) kann in 


D_ 4 ‚ r 
’ # | = x g ] umgeschrieben werden, was mit (1) zunächst X € 2,— k’ und mit (2) 


BPp| |x P| 


@ weiterhin X € (x, n &,) — k’ bedeutet. Damit ist X € x, nach (b). Aus (1) für i = 3 folgt 


P;, A'] 





] 4 r A | 2 1% } X € &, — k'. Letzteres ergibt 
| X pP 


BP, 


: BR 
BP, x PB, 


= was mit (1) erst Xe &%, — k' und daher Ex (x N &5) — k' zur Folge hat. Damit ist nach 
2(b) auch Xe %. Das führt auf X=X, was mit (2), (4) und Q1 zusammen 


1 s | = Fr zei bedeutet. 


P,Pp,| |P, p; 


Zum weiteren geometrischen Aufbau stellen wir einige Hilfsmittel bereit, die sich 
zunächst auf ßyr-Quaternare, dann auf ßyr-Kreisquaternare beziehen. Insbesondere 


wird sich dabei der Begriff des harmonischen Punktequadrupels ergeben. 


Es sei A,B,C,D ein eigentliches Punktequadrupel. Dann bezeichne (A, B, C, D) 


AB] [AC][AD 
d g 
as Produkt | D c| | B A | C 2] Man hat die Rechenregel 


(A, B, C, D) er (A, B, D, c)-.. 





+ 
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Satz 12. Sind A, B,C, D verschiedene Punkte, ebenso A', B',C',D’, so gilt 
(A, B,C, D) = (A', B', C’, D'). 


A' e|= 1% B 


Beweis. Man bestimme X aus | pc xc 


Punkte sind, ist X # A, B,C. Im Falle X = D ergibt sich die Behauptung unmittelbar © 


mit ß, y. Sei also X +D. Es gilt 


fa’ B'] [A BI[A BI 
vo c|“\oe w 














LT jet C]_[ACIIXD 
Bo) \ex|" |eo||ox|” |eD|le Al’ 

[AD] TAX] [EB] _[C BI[C BJ _[ADII[XD 
ce #| jez] lax|" la] |ox|” |ce Bl|ec 


und hiermit 


—(A,B,C,D). 


(A', B',C',D') = (A, B,C,D). ” 5 ” Pi F v 


A B||C A|) |BC 


AB 


Satz 13,. A, B,C seien verschiedene Punkte. Dann hat r e z= | CX 


eine von A, B, € verschiedene Lösung X. nk 


Beweis. Gesetzt, X,, X, mit X, + X, wären Lösungen, die von A, B, € verschieden 


; Er a E92 
sind. Mit ß, y folgt dann - > = r A i= 1,2, und hiermit 


; A BJ [A C][A € A B 
ee Eder x. r F 11 x. A Br [x c|- 
Nach Satz 12 gilt also F ni == e .. was X, = X, bedeutet. Widerspruch. 


cd x%,c] 
A 


Unter H({ABC) soll die Lösung X +A,B,C von [x C CcX 


werden, sofern eine solche existiert. Existiert keine Lösung X #A,B,C, so se 


H(ABC)=C. 


| höchstens 


| . Da A’, B’',C', D' verschiedene ° 


. 


= “ | verstanden” 


Gibt es drei verschiedene Punkte A, B,C mit H(ABC) +#A,B,C, so ist stets” 


H(UVW) + U, V,W für verschiedene Punkte U, V, W und außerdem 


A Bl [U V 
aan ri u Iaurm w) 


Kan Yastinme uiinllahı X aan r c| . r er Sicherlich ist X + U, V, WM 


H(ABC) € 


Iw x) = le aan] = Imazoı ce] |x w) 


Nun ist Aw 


und hiermit X = H(UVW) nach Satz 13.. 


Aus der letzten Bemerkung ergibt sich sofort die weitere: Gibt es drei verschieden 
Punkte A, B, C mit H(ABC) = C, so ist stets H{UVW) = W für verschiedene Punkt: 
U,V,W. 


‘ 








Pun 

—1 
quac 
Sät; 


konz 


2 (AB 


offenh 


V 
nicht 
quater 








lene © 


Ibar © 


stens 


eden 


nnden 


D Se 


stets” 


edene‘ 
unkte 








 w 
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Die Fälle H{ABC) #C, H(ABC) = C zusammengefaßt, hat man 
Satz 13,. Sind A, B, € verschiedene Punkte, ebenso U, V, W, so gilt 


Br c| En re w|: 


Satz 13, ermöglicht die Bezeichnung En . 


Punkten A, B, C unabhängiges festes Element aus & ist. Im Falle H(ABC) = C ist also 
—1=141.— A,B,C, H(ABC) heißen — in dieser Reihenfolge — ein harmonisches Punkte- 
quadrupel. H(ABC) heißt auch der vierte harmonische Punkt zu A, B, C. — Mit Hilfe der 
Sätze 10, 11 findet man leicht eine geometrische Konstruktion von H(ABC). 


| = — 1, wobei —1 ein von den 


Satz 14. Sind A, B,C, D verschiedene Punkte, so gilt (A,B,C,D) = —1. 
Beweis. 1. Fall: — 1 = 1. Wir setzen Y A —=(A,B,C, D). Dann gilt mit Satz 12 
AB _ L; Ä er 
r ci = (4, B,C,D) = (A, B,D, C) = (A, B,C, D)-: : r 1 


Es ist also X =C. 
2. Fall: —1 #1. Nach Satz 12 gilt 


A B] [A H(ABC)] [A H(ABC 
(A, B,C, D) = (A, B,C, H(ABC)) = a c| r Er | f 2 | 
A B 
> il c| ER 


Bis auf einen zu nennenden Spezialfall sind die Punkte A, B,C, H(ABC) stets 
konzyklisch, d.h. es ist dann — 1 el: 


Satz 15. Gibt es einen Kreis, der mehr als drei Punkte enthält, so gilt — 1 «U. Besitzt 
jeder Kreis genau drei Punkte, so ist dann und nur dann —1eEU, wenn —1A=1 ist. Es 
gibt Byr-Kreisquaternare, in denen — A «WU ist. 


Beweis. 1. Es seien A, B, C, D verschiedene Punkte auf einem Kreis. Man hat also 


Fr ei) eU und nach KQ2 und Satz 14 
2 AB\[AC]1[AD u 
—=/Ipel|so|l|e |‘ 


2. Im Falle, daß jeder Kreis genau drei Punkte enthält, ist U = {1}. Hieraus folgt 
die zweite Behauptung. 
3. Es sei R der reelle Zahlkörper, B=Rv {a}, = R— {0,1}, A=® und 
mn _ A—C ,A—D „ \ ; i I '@: 
o(ABCD) = B-C'B-D für das eigentliche Quadrupel A,B,C,D. Hier ist 
offenbar —1 EN. 


= da ll Gruppe ist. 


Wir nennen ßyr-Kreisquaternare, in denen — 1 € Wist (in denen also A,B,C,H(ABC) 
nicht konzyklisch liegen), ausgeartet. Später ($5) werden alle ausgearteten ßyr-Kreis- 
quaternare angegeben. 
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$ 3. Die Gruppe der freien Büschelecken. 


Ist (ab; SS’) eine nichtentartete Büschelecke, so bilden alle Doppelverhältnisse ! 


r Ss 


B ‚|; Aecea—b, Beb—-.a genau eine Restklasse der Faktorgruppe $/U: 


ir a pP r Ay | u 
\ B A A€a-b, BEb-a B, A, \ 


Ay, B, irgendwelche Punkte mit A,ea—b, B,eb—.a. 


Gleichen Büschelecken entsprechen gleiche Restklassen, ungleichen Büschelecken a 
ungleiche Restklassen: Sind nämlich (ab; SS’), (ed; TT') nichtentartete Büschelecken 


mit (ab; SS’) = (ed; TT'), so gilt | Al = r n für gewisse Punkte Aecea—b, 


DC 


Beb—a, Cece—d, Ded—.c, was r Al = 2 c U bedeutet. Wäre andererseits © 


DC 


BA DC 


(ab; SS’) # (ed; TT'), jedoch r fi | 1 M U, Aca—b, Beb—a, Cec—4d, j 


B' A' DC 
A'ea—b, B' eb—-.a für passende Punkte A’, B’, was nicht geht. 


De d—. c, so besagte die letztere Gleichung auch Y s | = 5 Cec—d,Ded—:® 


Man hat also eine eineindeutige Abbildung der freien Büschelecken auf. die Rest-” 
klassen von &/U, wenn man noch U der entarteten freien Büschelecke entsprechen läßt: ” 


Jede Restklasse r Al u, y Al € &® — U, kommt nämlich auch als Bild vor, etwa ak” 


BA BA 
Bild der freien Büschelecke a mit a 3 (($S’SA) (S’SB); SS’). 


Definition (Addition von freien Büschelecken). Wird die freie Büschelecke a durch die” 
Restklasse pU repräsentiert, die freie Büschelecke b durch qll, so sei unter a + b die frei 


Büschelecke verstanden, die durch pgUÜ repräsentiert wird. 


Aus der Tatsache, daß &/U eine abelsche Gruppe ist, folgt 


Satz 16. Die Addition von freien Büschelecken ist kommutativ und assoziativ. Es ex" 
stiert eine Nullbüschelecke O0 mt0O +a=a für allea und zu jeder freien Büschelecke a ein 


weitere —a mit a + (—a) =. 


Man kann sich in folgender Weise die Addition a+b=c,a#+0,b=+0, ver! 
anschaulichen: Es sei k ein beliebiger Kreis und $, S’ € k, $ + $’. Dann bestimme man ı? 


aus (ka; SS’)« a und b aus (ab; SS’) eb. Man hat dann 


(ka; SS’) + (ab; SS’) = (kb; SS’) € c; 


AK BA BK 


dies folgt aus r Mur „lu - F gt für Punkte Aca—k, Kek—ıf 
Zmod x 
Zzvon U 


Beb-.a. 


Satz 17. Vorgelegt sei ein nichtausgeartetes ßyr-Kreisquaternar. Sind dann A, B, C,W 
nicht gemeinsam auf einem Kreis liegende Punkte, so gilt '”) 


((ABW) (CAW); AW) + ((BCW) (ABW); BW) + ((CAW) (BCW); CW) = 0. 


17) Im klassischen Falle liegt der Satz über die Winkelsumme im Kreisdreieck vor. 





eC k e 


Argu 


h 


2 auf e 


2 ist, w 


I 
Z 


= einfül 


D 
Eleme 
zugehö 


U 


liegt. 


Is 
Bi 


konstri 
und 2 
vorlieg 


u; 


winkelsat 


















isse } 


© auf einem Kreis k, wenn 


i ist, wo W ein beliebiger Punkt « k ist!®). 


= einführen: 


M Element enthält, sonst aber keine Elemente aufweist. Ist dann t vom Argument oU, w der 
5 zugehörige 2-Repräsentant, so heiße to"! der Betrag (relativ 2) von t, in Zeichen |t| = to-!. 


= liegt. Dann gilt 


mod x gemessen wird. Besitzt speziell U einen Positivitätsbereich U*, der Untergruppe 
Zvon U vom Index 2 ist, so kann man arg i = tll* setzen und @ über ®/U* statt über &/U 
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i WA WB Wc N 
Der Beweis folgt aus E z| u1- E r U- r 2 U=—1U=1Unach den Sätzen 
14, 15 unter Zugrundelegung eines nichtausgearteten ßyr-Kreisquaternars. 


Korrolar. Sind A, B,C,W nicht gemeinsam auf einem Kreis liegende Punkte, so gilt 
((ABW) (CAW); AW) + ((BCW) (ABW); BW) = ((BCW) (CAW); CW). 


Definition. Unter dem Argument von t, wobei t€ &, verstehen wir die freie Büschel- 
ecke tl; in Zeichen: argt = WM. 


Die von Möbius herrührende (in Blaschke [1] dargestellte) klassische Deutung des 
Argumentes eines Doppelverhältnisses läßt sich auch hier vornehmen: 


Satz 18. Es seien A, B,C, D,W verschiedene Punkte. Dann gilt 


arg F c| = (wen (WCA); C) + ((WDA) (WDB); D). 


’ AB Wc 
Der Beweis folgt aus 2 u - |, zu r le 


In gleichem Zusammenhang wie Satz 18 gilt 


Satz 18°. Vier verschiedene Punkte A, B, C, D liegen dann und nur dann gemeinsam 


((WCB) (WCA); C) + ((WDA) (WDB); D) = 0 





DC AB BA 


Zur völligen Festlegung von t€ & kann man neben argt noch einen Betrag von t 


Der Beweis folgt aus - - = a | U: [z 1] U. 

















Definition. Sei Q = {w,...} eine Menge, die von jeder Restklasse aus ®&/U genau ein 


Unter (w, »') wollen wir dasjenige Element &’’ aus 2 verstehen, das auch in &o’U 


Satz 19. Es ist für beliebige Elemente t, t! € © stets 
[ee |= w(e|e |}, e |e |-9)-2 und arg(t') =argt + argt.. 
Ist stets (w, w') = ®w', so hat man | tt’ | = |t | |?’ | für beliebige Elemente t, t' € ©. 


Bemerkung. Man beachte, daß das hier definierte Argument im klassischen Fall 


konstruieren. Ist dann im klassischen Falle U+ gleich der Menge der positiven Zahlen 
und 2 gleich der Menge der unimodularen homplexen Zahlen, so hat man die dort 
ERGRER Verhältnisse. 


18) Schreibt man ((WCB) (WCA); C) = ((WDB) (WDA); D), so liegt im klassischen Falle der Peripherie- 
winkelsatz vor. 
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Unser Winkelbegriff ist unabhängig vom Berührsatz entwickelt worden. Dabei ist 
nochmals hervorzuheben, daß trotz der Gültigkeit des Miquelschen Satzes der Berührsatı 
nicht notwendig in einem fyr-Kreisquaternar erfüllt ist (vgl. Geometrie 7). Der nun 
folgende Satz stellt die Verbindung zu dem auf andere Weise begründeten Smidschen 
Winkelbegriff [13], $ 25, her. 


Satz 20. Vorgelegt sei ein nichtausgeartetes ßyn-Kreisquaternar, dessen Kreise dem 
Berührsatz genügen. Sind dann a,b zwei sich in genau zwei verschiedenen Punkten S,$ 
schneidende Kreise und ist c ein weiterer Kreis, der mit b nur den Punkt 5 gemein hat, so gil 
(ab; S) = (ac; 8). 

Beweis. c hat mit a einen weiteren Schnittpunkt 7 + 5 gemein. Wäre dies nicht der 
Fall, so berührten sich ce und a ebenfalls in $, woraus an b = {S} folgte; Widerspruch. 
Nach Konstruktion von c ist T von 5’ verschieden. Damit hat 


TSıI_[SS$ 
) xs|= |2 r| 


wo Beb—-.a ein fester Punkt sei, eine Lösung X + T, S, $’. Aus (1) folgt 


(2) (ab; S) = (a(STX); 5) 
und 
(2') (STX) +a. 


Wenn man gezeigt hat, daß (ST X) den Kreis b in $ berührt, so folgt aus dem Berührsatı 
ce=(STX) und aus (2) die Behauptung. — Hätten nun (ST X), b einen weiteren Schnitt- 


punkt M + $ gemein, so folgte zunächst M + T, $’ (d. h. insbesondere M « a, da sonst 
Mean b wäre). Denn T liegt nicht auf b; im Falle $' = M wäre $S’ = Me&(STX), d.h 
(STX) = a, was (2’) widerspricht. Aus (2) und Satz 6 folgt (ba; 5) = ((STX) a; S), d.h. 
mit Satz 8, wenn man hier A = T,B= $S,C = M,D = $’ setzt, (ba; $S) = (b(S’ MT); M) 
Aus dem Korrolar zu Satz 17 folgt dann weiter (a($S’MT); T)=0, d.h. a = ($’ MT), 
was wegen M & a nicht geht; Widerspruch. 


Von Satz 20 gilt auch die Umkehrung in der Form 


Satz 20’. Vorgelegt sei ein nichtausgeartetes ßyr-Kreisquaternar 2 dergestalt, daß für 
je drei verschiedene durch einen Punkt 8 gehende Kreise a,b,cemt|arnb|=2,janc|=1 
lemb|= 1 die Relation (ab; $S) = (ac; S) erfüllt ist. Dann genügen die Kreise von 2 dem 
Berührsatz. 

Der folgende Satz gilt unabhängig vom Berührsatz. Er ist in jedem nichtausgearteteı 
Pyr-Kreisquaternar erfüllt. 


Satz 21. Seien a, b,c durch S gehende Kreise mit |arnb| 22, |Jance|22,b #: 
(ab; S) = (ac; $S). Dann istbnce = {S}. 


Beweis. Wegen b # cist a + b, da sonst (ab; 5) = (ac; 5) auf a = c, d.h. aufb =: 
führte. Entsprechend ist a # ce. Sianb= {$S,S},arnc= {S, T}. Wegen |anb | 2? 
lane|> 2ist also $ + S’und $ + T. Esist auch $’ + T,, da sonst (ab; SS’) = (ac; SS) 
amnb=anenach Satz 7 den Widerspruch 5b = c ergäbe. Nehmen wir nun im Gegensa 
zur Behauptung des Satzes bnc = {$S, M}, S + M, an, so ist sicherlich M # T (son 
wäre a = (TS$$’) = b) und auch M # $’ (sonst wäre a = (T$$’) = (TS$M) = c). Wege 
(ab; SS’) = (ac; ST) wäre nun 
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’ . S'’T $s'’T —1 . 
und damit —1 = ($8’,T,M,$)=r ® ai was r pe = — * € U bedeutete. Wider- 


spruch. 


Im folgenden wenden wir uns speziellen Büschelecken — den Orthogonalecken — zu. 


Definition. Gilt für eine freie Büschelecke o + 0 die Gleichung o +0 =, so heiße sie 
eine Orthogonalecke. Ist (ab; SS’) eine repräsentierende Büschelecke, so heißen a,b — in 
dieser Reihenfolge — zueinander orthogonal, in Zeichen a \ b. 


Da mit o auch — vo Orthogonalecke ist und da aus (ab; SS’) € vo stets (ba; SS’) € — o 
folgt, so gilt mit ab auchb La. 


Der folgende Satz sagt über die Struktur aller Orthogonalecken aus: 


Satz 22. Die Menge (OE) der Orthogonalecken bildet zusammen mit der Nullbüschelecke 
eine Untergruppe OE der Gruppe aller Büschelecken. 


Beweis. Ist 0,05€ OE, so folgt vo, + 0, € OE wegen 
(0, +9)+(, +0)=(, +0)+(%.+0)=0. 


Mit o ist weiterhin —oveOE. 


Wir betrachten jetzt die Geometrien einiger ßyr-Kreisquaternare (im Sinne der zu 
Beginn gegebenen Beispiele 2) im Hinblick auf die Anzahl ihrer Orthogonalecken '?). 


1. Sei 8, der Restklassenkörper mod 2, $t, der Körper, der aus 8, durch Adjunktion einer Nullstelle # des 
Polynoms 2? + z2+ 1 = 0 entsteht. Hier gibt es keine Restklasse RU, R =U, von &/U mit RU- RU = U. Wäre 
nämlich R? eU für R=t-+1’8 mit t, 1’ e ,, so hätte man 

e+ re (Hr) HrRdEeN, 
was!’ —= 0,d.h. R e U: bedeutete; Widerspruch. Im Falle dieser Geometrie gibt es also keine Orthogonalecke. 
Dieses Ergebnis gilt stets, wenn St, separable quadratische Erweiterung von $, und Charakteristik (8,) = 2 ist. 

2. st, sei ein Körper von Charakteristik 2, der ein Niehtquadrat s enthält; ferner sei 8, = 8,(8), 9 + s=0. 

Hier ist wegen 

R—=- (+9 = +st?ell 
jede freie Büschelecke # 0 Orthogonalecke. — Dieses Ergebnis gilt stets, wenn $?, inseparable Erweiterung von 
Kt, ist. 

3. 8, sei ein Körper von Charakteristik + 2, 8, sei eine — sofern vorhandene — quadratische Erweiterung 

von f;: 
8, = (9), ®=rd+rmitr,reh,. 
It R=1!+tdelU mitt,” ef, d.h. !’+ 0, und 
R®=1 +19 + 2109 = (lt? +t”?r) + (tr +2) BEN, 
so ist !(’r + 21)=0,d.h.t= — } rt‘. Damit gibt es genau eine Restklasse ZU+ U mit RU- RU = U, näm- 
lieh (— }r+ 8)U. Es gibt also weiterhin genau eine Orthogonalecke. 


4. X, sei der rationale, 8, der komplexe Zahlkörper. Man zeigt, daß es genau abzählbar viele Orthogonal- 
ecken eibt. 


In jeder Geometrie eines nichtausgearteten ßyr-Kreisquaternars gilt der folgende 


Satz 23. Es sei a ein Kreis und es seien S, $’ zwei auf a gelegene verschiedene Punkte. 
Dann gibt es durch S, S’ genau |(OE) | Kreise, die zu a orthogonal sind. 

Beweis. (ax; SS’) eo führt auf genau eine Lösung x(o). Wegen x(0,) + x(0,) für 
0, # 0, ist die Behauptung bewiesen. 


1%) Die Fälle 1, 2, 3 entsprechen den von v.d. Waerden, Smid [15] axiomatisch begründeten Kreisgeo- 
metrien. 
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$ 4. Beziehungen zum Begriff Trennung. 


Anordnungsfragen speziell in der Kreisgeometrie haben Hoffman [6], Pieri [11], 
Petkantschin [9] untersucht. Die von Petkantschin benutzten Trennungsaxiome A 7, A 8, 
A 9 besagen nacheinander: 


1) Q@,R,$S, T sei ein eigentliches Punktequadrupel auf einem Kreis. Gilt dann} 


QOR/ST (d.h. das Punktepaar Q, R trennt das Punktepaar $, T), so auch ST/OR, 
RQ/ST. 

2) Ist @, R,S, T ein eigentliches Punktequadrupel auf einem Kreis, so gilt genau 
eine der Relationen QR/ST, RS/QT, SQ/RT. 


3) Es seien A, B, P,, P,, Ps fünf verschiedene Punkte auf einem Kreis. Dann trennt 
A, B genau zwei oder keines der Paare P,P,, PzP;, Ps Pı- 


Bei einem axiomatischen Vorgehen hat man im wesentlichen alle Trennungseigenschaf- 
ten, wenn diese im zugrundeliegenden Koordinatenbereich eine volle Anordnung be- 
dingen. Wir wollen jetzt eine solche volle algebraische Anordnung auch im Falle einer 
Kreisgeometrie über gewissen Kreisquaternaren kennzeichnen. Für diesen Zweck erweisen 
sich die angegebenen Trennungsaxiome 1), 2), 3) als geeignet, aber nicht als ausreichend: 


Ist 8, der Körper aller Zahlen r + r’i (r, r’ rational), ist 8,— 8, (Y2), so sei £ die durch &,, 8, (im Sinne der 
Beispiele 2 ($1)) definierte Kreisgeometrie. Wir benutzen im folgenden die Veranschaulichung der Gaußsche 
Zahlenebene, denken uns also S, U {oo} in die Gaußsche Zahlenebene eingebettet. Bedeuten dann arg A bzw 
| A | das übliche Argument bzw. den üblichen Betrag, so werde „„A vor B“. wie foigt definiert: Sind A, B untereir- 
ander und von oo verschiedene Punkte, so sei genau dann A vor B, wenn | A| < | B | bzw. im Falle | A| = | B 
wenn 0 Sarg A< arg B< 2x ist. Ist A von oo verschieden, so sei stets A vor oo. (Für das Folgende beachte ma 
die Eigenschaften: Für zwei verschiedene Punkte A, B gilt eine und nur eine der Relationen A vor B, B vor 4. 


Und aus A vor B, B vor C folgt A vor €.) Hat man dann — Q, R, 5, T sei ein eigentliches Quadrupel auf einen® 


Kreis — eine der Reihenfolgen @ vor $ vor R vor T, Q vor T vor R vor 5 oder eine Reihenfolge, die aus einer der 
angeschriebenen durch eine Substitution der Kleinschen Vierergruppe hervorgeht, so werde QR/ST gesetzt uni 
sonst @R # ST. Jetzt sind zwar die Eigenschaften 1), 2), 3) erfüllt (im wesentlichen liegt die Ordnung eines Halh- 
strahles vor), $, ist aber nicht anordenbar. 


Das Axiom A 10 von Petkantschin [9] lautet: Es seien k,, k, zwei Kreise durch die verschiedenen Punkte 4 
Bund k ein weiterer Kreis. Falls k, den Kreis k in zwei Punkten A,, B, mit A, B,/AB schneidet, haben auch di. 
Kreise k, und k genau zwei gemeinsame Punkte A,, B,, so daß A, B,/AB gilt. Dies Axiom kann nicht hinzuge 
nommen werden, da es z. B. nicht in der Geometrie ‘P ($1) gilt, obwohl dort $t, (Körper der rationalen Zahlen 
angeordnet werden kann. 


Im folgenden sei ein fyr-Kreisquaternar zugrunde gelegt, in dem es einen Kreis gibt, 
der mindestens vier verschiedene Punkte enthält. Dann enthält jeder Kreis mindestens 
vier verschiedene Punkte und insbesondere liegt ein nichtausgeartetes $yr-Kreisquaternar 
vor. Es gilt 


Satz 24. U besitzt dann und nur dann eine Untergruppe UÜ+ vom Index 2 mit den Eigen- 
schaften: 

m 5% Ye 

(b) Sind A, B, C paarweise verschiedene Punkte, D ein von A, B verschiedener Punkt, 


so folgt aus > ei e U* auch °*) ty: „ e. + m), 


20) Es ist also — 1 1 und daher für drei verschiedene Punkte P,@, R stets H(PQR)+ R. 
21) Man beachte, daß H(ABD)=+ C ist, da sonst im Falle C++ D 
AB] [AB ER 
r B-; r H(ABD)| 


— 1&U+r 


wäre. 
22) Diese Eigenschaft stellt in anderer Formulierung das starke Monotoniegesetz der Addition dar. 
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wenn stets vier verschiedenen, gemeinsam auf einem Kreise gelegenen Punkten Q, R, 5, T 
genau eines der Symbole QR/ST, QR+ST zugeordnet werden kann mit den Einschränkungen 
1), 2), 3) und 

TS NM 


Beweis. U besitze eine Untergruppe U* vom Index 2 mit den Eigenschaften (a), (b). 
Ist B ri e U —U*, so setzen wir QR/ST; ist 4 s| eu’ =U*— {1}, sosei@RFST. 


Gilt nun STFQR bzw. RQ + ST, d.h. y 0) € U*’ bzw. Ir 3 € U*’, so gilt wegen 


P-Ea-Rgte 


beidesmal QRFST. Das beweist 1). 


4) Aus QR/ST und H r = r er folgt KL/MN. 


Da U* Untergruppe von Ü vom Index 2 ist, hat man die disjunkte Zerlegung 
uU = Ur v (—4) Ur. Ist also u e Urt, so ist (— 4) ve (— A) U = U— Ur;istue U— Ur, 
so ist „a von der Form u = (— 4), vet, was (—1)u=(—1)(—1)v=velit be- 
deutet. (Wir nennen die Elemente von U* positiv, die von (— 1) U* negativ.) Jetzt zum 
Beweis von 2): Wären alle drei Doppelverhältnisse 


[rl Irol= [sal Iral= [ar] 


ern, s| a ern r| | 


und (b), daß 


Ir r = erzor T)) R] 


’ 2 " , [QO RA] [RS] [SQ] _ Ei; . 
ist, was nicht sein sollte. Es gilt [7 s\ |r e| |r a|” (Q,R,S, T) = —1 nach Satz 14. 


Wären nun genau zwei der Doppelverhältnisse negativ, so müßte auch das dritte negativ 
sein. Wäre keines der Doppelverhältnisse negativ, so wäre ihr Produkt, d.h. also — 1, 
Element von U*. Damit muß genau eines der drei Doppelverhältnisse negativ sein. Das 


A B]1[A B][A B 

beweist 2). en 

eweist 2). Behauptung 3) folgt aus >. » Ir. ei b>, A : 
K eh 


ge F e s| eU—U*, d.h. KL/MN. 


Zu 4): Es folgt | TS 


Sei umgekehrt jetzt stets vier verschiedenen, gemeinsam auf einem Kreise liegenden 
Punkten @, R, $S, T genau eines der Symbole QR/ST, QR+ST zuordenbar mit den Eigen- 
schaften 4) bis 4). Wir konstruieren eine Menge M+ geordneter Quadrupel: M+ enthalte 
alle (ORST), wenn Q, R, S, T verschiedene Punkte auf einem Kreis mit QRFST sind. 
Wegen 4) enthält M+ mit jedem Quadrupel (QORST) auch alle diejenigen, die das gleiche 
Doppelverhältnis wie@RST besitzen. Wir bezeichnen die Menge der verschiedenen Doppel- 

10* 








16 Benz, Azxiomatischer Aufbau der Kreisgeometrie auf Grund von Doppelverhältnissen. 


verhältnisse von M* mit U*’. Es ist also U* = U*’ u f1}<=U. Aus E = € U*’ folgt 


B 7 | e U*’. Aus @R FST folgt nämlich OR FTS. Denn QR/TS würde nach 1) QR/ST 


nach sich ziehen. 
Seien Q,R,S, T und K,L, M,N eigentliche Quadrupel. Dann folgt aus 


om Ti ORI[K L]_., 
E.: Ivaje® auch 7 s|[v new 





Man setze nämlich n 2 = 4 1: Aus KLFMN kommt dann QRFTX nach 4). Im 
Falle X — $ ist g s| * r| — 4eU*. Sei X + 5. Dann ist 0, R, S, T, X ein eigent 





liches Quintupel auf (ORT). Aus 3) folgt wegen QRFST und OR FTX die Aussage 


’ . ® OR + OR + 
OR+XS. Damit ist * x eU*, d.h. XS e ll. 


Da jeder Kreis mindestens vier verschiedene Punkte enthält, gibt es Quadrupel 
Q, R, S,T mit QR/ST (auch solche mit QR # ST). Dies folgt aus 2). — Damit ist U* echte 
Untergruppe von U und U* =# {1}. 






Wir beweisen die disjunkte Zerlegung: U = U* u (— 1) U*. 





I. — 1) Ur <U— Ur SeiQ@RF+ST. Angenommen, es wäre (— 1) 7 ri e Ut. Zu 
nächst folgt aus 2) entweder AS/QT oder SQ/RT, d.h. nach 1) entweder QT/SR oder 


QOS/RT. Aus U+3 (— 1) E r: ze I? rl F s| folgte dann QS/RT, QT/SR. Wider- 


spruch. Aus (— 1) h ri € U* bei@RFST kommt auch noch —1eU*, d.h. —1 #1. 
















TS 


B3]=-nfß a]. mm [BA] u mom ten 


(vgl. I) auf OR/XT führt. 










Q,R,S, T, X können als verschieden aufgefaßt werden (X # T, da sonst —1 =1: 
im Falle X = $ ist nichts zu beweisen). Mit 3) und QR/XT, QR/TS hat man QORFSX, 


was 1% ri e U‘ bedeutet. Damit ist [7 - €e (— 1) U* und U* als Untergruppe von Il 





XS TS 
vom Index 2 nachgewiesen. 













Jetzt seien A, B,C verschiedene Punkte und D=+A,B ein weiterer Punkt mit 


AB REN, C R ; : 
r c| eU*. Dann ist TER a €e U* nachzuweisen. A, B,C, D, H(ABD) liegen 


alle auf dem Kreis (ABC). 
Fall 1: C =D. Damit ist H(ABD) = H(ABC). Aus AB/C H(ABC) folgl 


A c 
CA+B H(ABC) nach 2), d.h. AC+ BH(ABC), was Bee ri E* bedeutet. 

























II. U— U*<(— 1) U. Sei [7 s| eU— U*. Dann besagt dies OQR/ST. Man lösc® 
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Fall2: C= H(ABD) kommt nicht vor, da dann 


r ri > l ER vier 


AB ö i De 
ist: B Ri sollte jedoch in U* liegen. 


Fall3: A,B,C, D, H(ABD) sind fünf verschiedene Punkte. — Aus 3) folgt wegen 
AB/D H(ABD) und ABFCD die Aussage AB/H(ABD)C. Nach 2) ergibt sich hieraus 
BH(ABD)FAC, d.h. AC+ BH(ABD), was Bann pi € U* bedeutet. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Schwächt man Eigenschaft 2) (S. 74) ab in: 

2') Ist @, R, $S, T ein eigentliches Punktequadrupel auf einem Kreis, so gilt entweder 

genau eine der Relationen QOR/ST, RS/QT, SQ/RT oder aber alle drei, 
so gestattet U eine Halbordnung (vgl. Sperner [14]): 


Satz 24. U besitzt dann und nur dann eine Untergruppe U+ vom Index 2 mit — 1 ec Ut, 
wenn stets vier verschiedenen, gemeinsam auf einem Kreise gelegenen Punkten Q, R, S, T 
genau eines der Symbole OQR/ST, QR FST zugeordnet werden kann mit den Eigenschaften 
1), 2'), 3), 4). 

Beweis. Der Beweis dieses Satzes kann unmittelbar dem des Satzes 24 entnommen 
verden. Allerdings braucht es jetzt kein eigentliches konzyklisches Quadrupel Q, R, $, T 

it QRFST zu geben. In diesem Falle enthält kein Kreis mehr als vier verschiedene 
unkte; sonst gäbe es nach 3) doch Quadrupel Q, A, S, T mit QRFST. Da also dann jeder 
Kreis genau vier verschiedene Punkte enthält, ist U = fl, u}, u #1, und U* = {1} und 
Iso U* Untergruppe von U vom Index 2. Es ist u = — 1 (und damit — 1 e *): Seien k 
in Kreis und @, R, $, T die vier verschiedenen Punkte von k. Es ist 


[F sjeu. dh. H + Ge, 


gen, an. [22]. 


ınd damit 


$5. @ u {0,1} als Menge doppelter Komposition. 
Gestalt der Doppelverhältnisse. 


Im folgenden sei ein nichtausgeartetes ßyr-Kreisquaternar zugrunde gelegt. 


Definition(A). /st p,q€ ©, sind A, B,C verschiedene Punkte und P,Q gemäß r 2] =p, 


PC 
Bee = gbestimmt, so sei unter p+ q(zunächst abhängigvon A, B,C) im FalleQ + H(ABP 
le@c 


lasjenige se © verstanden, für das s= [5 e] ist mit EG = == r B |: Im Falle 


S Q H(ABP) 
P=H(ABP) seip-+g=0 gesetzt, wobei 0 ein weiteres zu ®& hinzuzunehmendes Element 
larstellt. (Wir schreiben 8, = & vu {0}, 8, =Uv {0}.) 
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Bemerkung. Man kann sich die Konstruktion des Additionsbegriffes an Hand von@®@nach 
Fig. 3 veranschaulichen (spezieller Fall einer Desarguesschen Konfiguration). 


dann 





Falle 


‘ 
K 





wird 









nur f 

















S 
Zunächst sei gezeigt, daß p +g für p,ge & unabhängig von den Grundpunkte® p+4 
A,B,C festgelegt ist. Ist nämlich A’, B’,C’ ein weiteres eigentliches Tripel, sind P',Q' gemä 
> 4 =» 5 = = g bestimmt, so hat man 
P'C' IR 1 ’ E Falle 
f A B 62 =, A' B\ r Satz { 
(1) Bei”? a » 
AB A'’B S 
2 | zu. Eu; | gu 
a A B [A’ B' ’ : az 
Mit (1) und Br (ABP) ri = —i= IH(A'B' p') pP‘) ergibt sich durch Multiplikatiog 
3 A B] - [4' B' 
(3) H(ABP) c|” |H(a'B'P') c' |’ 


Vergleich mit (2) liefert: Ist @0 # H(ABP), so ist auch @' + H(A’ B’ P') und umgekelh 
Ergeben also die Grundpunkte A, B,C die Relation p+g=0, so auch die Grund 
punkte A’, B', C’ und umgekehrt. 





Sei @ + H(ABP). Dann ergeben (2) und (3) vermittels Division K 


[6 maz2| * [e zur 2 | 


da A, B, H(ABP) und A’, B’', H(A'B' P') eigentliche Tripel sind. Nach Definition von 
bzw. 5’ ist also 





API_[4P] ,,„[A2]_[4# Ä 
ae a” ur Sale Fir Bank ©. Er 4 5 W 
mutati' 
WERE N AB 2 u, . 
was durch Multiplikation mit (1) auf | s 1 = | g. ei führt, q. e. d. legen 7 
Im Falle 0 = H(ABP) ergibt (1) 
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nach einer bereits getroffenen Vereinbarung $ = B. |Vereinbart man weiterhin, daß 
I 1 

E c| == (0 == FR | (A, B, C und A’, B’, C’ eigentliche Tripel) 


dann und nur dann gelten soll, wenn X = B, X’ = B’ ist, so wird p + g auch noch im 


ER 
S 2] richtig angegeben. 





Schließlich sei nch O+p=p+0=p für alle pe K, gesetzt. Im Falle p + 0 
wird p + 0 = p nach der getroffenen Vereinbarung ebenfalls noch vermittels (5) erfaßt. 


Der folgende Satz enthält eine andere Definition von p + 9; sie kann allerdings 
nur für p # qg vorgenommen werden. 


. . .„fa2 AB 
Satz 25. Sind A, B,C verschiedene Punkte, ist r - =peßR,, ” c| = ge, 
‚„fA AP s Or m 
D + q, so ıst | B >| rs | s o| notwendig und hinreichend fürp+g= | 


Beweis. Notwendigkeit: Ist p = 0 oder q = (0), so ist nichts zu beweisen. Im anderen 
Falle sind also A,@, P, B verschiedene Punkte. Es gilt nach Definition von p + q und 
Satz 14 


[s #1 = lo zum] [2 zn] le 2] olo 21 [22lle2] 


Damit ist 
2 ells 2l= [221 * [sol- 122] 


Hinlänglichkeit: Aus 


le mann = [a »Lle 2] "(5 ol- [22] 


olgt die Behauptung für PJ,Q + B. Der Fall P = B oder Q = B ist trivial. 


















Korrolar. Ist p, ge 8,, so gltp+tga=gqg+P. 


Beweis. Im Falle p=g ist das trivial. Im Falle p + q hat man die Behauptung 
sofort aus Satz 25 und der Eigenschaft ß. 


Bevor allgemein das assoziative Gesetz p+ (g+r)=(p-+g) + r nachgewiesen 
ird, ein Spezialfall: 


(S) Ist p, geR,, so gep+ Ai +)=(p+1)+g. 


Wir weisen) p+(1+g)=(1-+ p) + gq nach, was wegen der Gültigkeit des kom- 
mutativen Gesetzes der Addition dasselbe bedeutet. Für p = 0 oder g=0 oderp=g 
iegen Trivialitäten vor. Sei also p # 0,q + 0, p # q. Dann zeigen wir zunächst: 


(1) —1+h1+9=9=l+(l-1))+g- 













®) Da im folgenden Beweis und in den Beweisen der Sätze 26, 27 nur Doppelverhältnisse >. auf- 
reten, in denen K ein fester Punkt A ist, kürzen wir an diesen Stellen solche Doppelverhältnisse durch [Z, M, N] ab. 
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Nach Definition (A) gilt *) 
[B, H (AB H(ABC)), S, 
was wegen H (AB H(ABC)) = C 
(2) [B, €, 5, ,,] = [H(ABC), B, S_,;u49] Ä 
bedeutet. Bildet man 1 + q, so kommt man auf [B, H(ABC), $,] = [C, B, $, .,], war We 
(3) [H(ABC), B, S,] = [B, C, 8, ,,) N 


ergibt. Da A, B,H(ABC) ein eigentliches Tripel ist, folgt aus (2),(3) die Gleichhei 1 Asa 
5S,=S_14a+9- Damit st -1+(41+g9)>=g. { 


Um q = (1 + (— 1)) + q nachzuweisen, braucht man nur 
(9) 1+—1)=0 


zu zeigen. Dies folgt aus der allgemeinen Formel (3), wenn man hier g= —A, d.ıı? 
5, = H(ABC) setzt. Das bedeutet nämlich $,,._ = B. (Umgekehrt folgt au 
q#+—A stets 1+g #0. Ist nämlich 1+q9=0, d.h. $,;,, = B, so besagt (3) nu? 
5, = H(ABC), d.h.g = —1.) 2 inpl 

Wegen (1) können wir p #—-1 voraussetzen. Damit ist also 1 +p +0. (Ab° 
kürzend schreiben wrt=p+(1+g),r=(1+p)+ 4.) 


] . [H(ABC), B, S_14ua +9); 


+q 


1+q 


Sodann wird behauptet: Sub: 
(4) [B, S,, S,] pr [5 4» Sa tp)+p? S,]. 1 
Zum Beweise bilde man (1 +p)+p: 3 
(5) [B, H(ABS,,,), S,] nf: [I 4» B, Sca+p+p] | 
und (1 +p) +g: P+i 
PG 
(6) [B, H(ABS, ;,), Sg] . [S1+» B, Sr]. 
( 


Aus (5), (6) folgt durch Division die Behauptung (4). 
Aus (4) folgt noch 5, ,,# S ı14»)+», daA,B,S,, 
Ferner wird behauptet: ( 
(7) [S,++»» rm S,] u [147 C, B]. 


Wegen —1 + (1-+ p) = p (vgl. (1)) und (4) — man setze hier S, speziell gleich 7 (A BC)- 
gilt nämlich ; 


Sein eigentliches Punktequadrupel is@ st. B 


[B, 5, H(ABC)] be; [5142 Su+p) +Pp? Sa+m+-n] 267 [S,. p Su+p+p S,]; 1 > 

as Ei 

d.h. [Sı4 4» Sırm 8») = [S,, B, H(ABC)]. Nach (2) gilt aber — p für gq gesetzt ausgea 
[H(ABC), B, $,] = [B, €, $,,,]: damit hat man insgesamt die Behauptung (7). ” 
Aus (7) folgt S,,, + € wegen S 424» # Sı4>- Additi 
Schließlich zeigen wir: beniias 

(8) [B, S,, S,] = [S,, p Su+p+p S,]- zu bew 

-- ziativit 


24) (rundpunkte sind im folgenden stets — wenn nicht ausdrücklich vermerkt — die paarweise \ 
schiedenen Punkte A, B, C. Statt p = [B, €, P] schreiben wirp=[B, (, 5]; entsprechend wird geschrie) 
1+q=[B,C, S4g) Die Schreibweise S mit einem Ausdruck als Index stellt also immer die Lösung X 
Ausdruck = [B, €, X] dar. 











ward 


hheit > 


pel it 


| BC)- 


setzt 


weise \ 
eschrieb 


ng X 


27 +0,9+0,r+0 und p=[B,C,P], q=[B,P,Q], r=[B,P,R]. Dann ist 
#74 = [B,C,Q], pr=[B,C, R] und pg + pr = [B, C, $], wo 


= (1) und (2) ergeben T = S$, d.h. 
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Ist dies bewiesen, so im Verein mit (4) auch die Behauptung (S), da — vgl. (4) — 


A.S Sp, paarweise verschiedene Punkte sind und also S, = S,, d.h. t = r folgt. 


1 p’ 


Zum Beweise: Man bilde p+ (1 + p) fürp #— 1,0: 





(9) [B, H(ABS,), S14»] - [S,, B, S 


p+(l+ »)- 





Weiterhin bilde man p+ (1 +9) fürg #—1,0 undg #p: 
(10) [B, H(ABS,), S, +.) = [$,, B, St]. 







Aus (9), (10) folgt [B, S,:2 Sı+,1 = [S,, Sy4u4p, 9] und hieraus [S,+4p» Ip Sr] 
[S,.m B, Sı:.]- Letzteres besagt mit (7) 











(1 1) [S,+u4+p» $ 4m S,] Be [S, 4 &, S, 4 .)- 






Man bilde jetzt 1+p,1 +: 














[B, H(ABC), 5,] = [C, B, $S,;»]; [B, H(ABC), $,] = [C, B, S,;.] 
inplizieren 


[B, S, S,] Le [C, S14p S144]- 


Substituiert man hier (11), so hat man die Behauptung (8). 





Setzen wir, was bisher noch nicht geschah, 0p = p 0 = 0 für alle pe ,, so gilt 





Satz 26. Sind p, q,r Elemente von $,, so gilt p(g + r) = pgq + pr. 





Beweis. Die Fälle, in denen p = 0 oder g = 0 oder r = © ist, sind trivial. Sei also 


(1) [B, H(ABQ), R)] = [Q, B, 5] 





ist. Bezüglich der Grundpunkte A,B, Pit g+r=[B, F, T] mit 
[B, H(ABQ), R] = [Q, B, T]. 

















p@+n=[B,C,P] [B,P,S])=[B,C,5]=pg+pr, q.e.d. 


Satz 27. 8, bildet bezüglich der Verknüpfung „+“ eine abelsche Gruppe. Dabei ist 0 
das Einheitselement, (— 1) p das zu p inverse Element — p. $, bildet — im Falle eines nicht- 
ausgearteten Byn-Kreisquaternars — eine Untergruppe von $,. 


Beweis. Daß p+ ge 8, ist für p,ge ,, liegt unmittelbar an der Definition der 
Addition. Die Assoziativität r + (s+ 1) = (r + s) + t folgt sehr einfach aus der schon 
bewiesenen Regel p+(A+g)=(p+1)-+g und Satz 26. Denn für s = 0 ist nichts 
zu beweisen. Im anderen Falle setze man p = s-!r, g= s-!t. Dann gilt mit der Assso- 
ziativität der ersteingeführten Verknüpfung ‚,‘“ (sprich Multiplikation) 


r+(s+)=s(e!n) +sil +s")=s(s!r+ (1 + s7tı)) 
= s((s Ir +) +) =s(etTr +1) + se) =(r+s)+t. 


Journal für Mathematik, Bd. 190. Heft 1/2 : 11 
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Zum Einheitselement: Nach Definition ist stets 0+p=p-+0= p. Behauptung: Es? 
ist (—1)p+p=0, so daß also — p = (—1) p gilt. Für p = 0 ist nichts zu beweisen. ! 
Sei p +0. Mit der bereits bewiesenen Formel 1 + (—1) = 0 (vgl. Formel (3°) beim? 
Beweise von (S)) gilt 


0=p0=pll+—1))=pP+Pr-Y=r+-Vr=(-Vp+p, 


wobei man Satz 26, die Kommutativität der Multiplikation und die der Addition (Korrolar 


zu Satz 25) beachtet. 


Behauptung: Aus p, ge Rı folgt p + ge ,. Mit pe K, ist — p € K,. Wegen — 1 ce 
gilt nämlich — p = (— 1) peU für p + 0; damit ist also stets — pe R,. Zup+ get 
Für p = 0 oder g= 0 oder p+g = 0 ist nichts zu beweisen. Sei zunächst p=q = 1.7 


Wegen 
[C, B, 5141] = [B, H(ABC), CJ)= —1EeR, 


ist 1+41=0e&, im Falle C = H(ABC) und sonst 1+41=[B, C, $S,,,]€ 4 nach 


KQ 2. Sei weiterhin p = g #1. Man hat wegen p+p=p(1+A4)undi!+1ece$, die 


Behauptung. Im Falle p #4, p+qg*#0, p,9 #0, gilt [P,Q, B] = [Q, P, 5,+4] nach“ 


Satz 25. Wegen [B, C, P]e 8, [B, C,Q@]e 8 gilt [B, P,Q]e 8, nach KQ 1, KQ 2, d.h 


[P,Q, B]e 8,nach KQ 2, was [Q, P, S,;,] € 8, bedeutet. Aus [Q, B, P],[Q, P, S,+.] € 4° 
folgt [Q, B, S,;,]E Rı, d.h. [B,Q, S,;,]E8,. Hiermit und mit [B,C,Q]e KR, folg 4 
[B, C, Sy 4a] € Rı- f 
Satz 28. Ist (®; > 4; 0) ein nichtausgeartetes Byn-Kreisquaternar, so läßt sich in br 
unter Hinzunahme zweier neuer Elemente 0,1 eine Addition und eine Multiplikation ein ; 
führen, so daß &, = 9 u {0, 1} bezüglich dieser Verknüpfungen einen kommutativen Körpe 
bildet. &, = A v {0,1} ist ein echter Unterkörper von R;. : 
Beweis. Folgt aus den Sätzen 26, 27 im Verein mit der Tatsache, daß & bezüglich! 
der Verknüpfung ‚,:‘ eine abelsche Gruppe bildet. ö 
Die Aussage von Satz 28 bezog sich auf nichtausgeartete ßyr-Kreisquaternare. In 
Falle eines ausgearteten ßyr-Kreisquaternars ist zwar die entsprechend definierte Menge$;? 
ein Körper, hingegen ist 8, = {0,1} wegen 4=® und —1 +1 kein Körper. — 
Körper, 8, = {0,1}, —1 # 1, kennzeichnet also die ausgearteten ßyr-Kreisquaternar 
Wir wenden uns jetzt der formelmäßigen Gestalt der Doppelverhältnisse zu. Dazı 
sei ein weiteres Hilfsmittel hergeleitet: 


Satz 29. Es seien P,Q, R paarweise verschiedene Punkte, S ein von P verschiedene 
Punkt. Dann gilt 
r Ss > IPR 
sal='=|sel 


Beweis. In den Fällen $ = oder $ = R ist dies gemäß den getroffenen Verein 
barungen klar. Sei also P,_@, R, $ ein eigentliches Quadrupel. Es ist 


se] -!+ Inons s| Is oJ'+ lauoes, el 
P 


a PR R x j 
Setzt man | x o| =1+ | H(PRS) a so ist nach Definition (A) — Grundpunkte sinl 
jetzt P,R,Q — 





Erset 
wege 
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[x n| z Ikens n(pro)| kr B n(ero)| mens 0) 


lo menol mens sl ls el re nlsol-Ts ol 


PR P 
Damit ist x - — I; = q. e.d. 


Es seien A, B, € verschiedene Punkte. Es seien P,@, R, $S weitere, paarweise ver- 


_ h schiedene Punkte mit zunächst Ae& {P,Q, R, S}. Dann ist 


[ee] 


AB 
AB SC 
Is el 
falls O # B ist. Mit Satz 29 folgt hieraus 


AB AB 

Qc Qc 

Ersetzt man 5 durch A in (1), so ergibt die entstehende Gleichung zusammen mit (1) 
wegen S + Q 


Mn ” 0] [2 2| lo c| Se Ir c| 


AB] [AB] [AB 
(A) s2l=1-I5 ol =: sel _lecl sch 


AQ AB] [AB 
S B oc SC 
Im Falle @ = B gilt (2) formal aber auch noch. 


Ersetzt man Q durch P in (2), so erhält man zusammen mit (2) wegen 


P Q e RS ‚7 
— — 
die Gleichung 


rm » er [2 c\-|a c| | [a cl 


RS 


[A B]_ [AB] ' 1 [AB 
Pc sc | sc 
Ist Ae {P,Q@, R, $}, so schreiben wir disjunktiv an: 

1. P=4. Mit (2) gilt 


SR 


(4) 


2.Q0=A. Es ist dann 
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und man hat eine leicht durch Umbenennung aus (4) zu gewinnende Formel. Das gleiche © sei ( 


gilt in den verbleibenden Fällen nk 
3. R=A F etzt 
4. $S= A, wenn man chn 
wel ‘ 
PQ] _[RS] _[AS Ep 
Is a] = le 2] = [o 2] °** B.. 
PQ] _T[AR == ührt, 
r . „= | P - beachtet. | 


ion £ 
Damit hat man neben Satz 28 den ; ‚ach 


Satz 28°. Sind A, B,C verschiedene Punkte, ist P,Q, R,S ein beliebiges eigentliche 
Punktequadrupel, so läßt sich o(PQRS) auf die folgende — klassische — Gestalt bringen für nd : 
A + P,Q, R, $: 





__ o(ABCP)— o(ABCR) , s(ABCQ) — o(ABCR) 
ur eng o(ABCP) — o(ABCS) " o(ABCQ) — o(ABCS) ' 


Jamit 





Tritt A unter den Punkten P,Q, R, S auf, so gewinnt man o(PQRS) aus der angegebenen” 
Formel dadurch, daß man die Differenzen o(ABCK) — o(ABCL) mit A & {K, L} durch |? 


ersetzt. 





$ 6. Bedingung für die Gültigkeit des Berührsatzes. 


timm 





Vorgegeben sei ein nichtausgeartetes ßyr-Kreisquaternar (PB; 9>4; 0). Wir. 
geben eine notwendige und hinreichende Bedingung — in der Doppelverhältnissprech 9m Fa} 
weise — dafür, daß die Kreise von (®; 9 > A; co) dem Berührsatz genügen. j 





Pine ge 

Sind A, B,C, F paarweise verschiedene Punkte, so wollen wir unter &(A,B, C,Fi 
die folgende Aussage verstehen: Zu jedem weder auf (ABC) noch auf (ABF) gelegenen Punkt P2 
gibt es weitere — nicht auf (ABF) gelegene — Punkte P', P' mit P'e(ABP) unbleichı 


AP'"| [A F 
BF| |P' pr|' 


Nun gilt: 


’unkte 







=Man h: 
Satz 30. Dann und nur dann genügen die Kreise von (®; @ > 4; o) dem Berührsat:) 


wenn es paarweise verschiedene Punkte A, B,C, F mit &(A, B, C, F) gibt. 


Beweis. a) Es gelte stets der Berührsatz. Dann weisen wir die Existenz von paar 
weise verschiedenen Punkten A, B, C, F nach, die der Eigenschaft ©(A, B, C, F) genüge@®),g je 


k_NyF u 





Ko 
iquivale 








‚TB P'IN Rt, ist. 


Fig. 4. . 
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sei (ABC) ein beliebiger Kreis, A, B, C ein eigentliches Tripel, F& (ABC) ein weiterer 
»ıınkt. Mit k bezeichnen wir den durch F gehenden Kreis, der (ABC) in A berührt. Ist 
etzt P ein weder auf (ABC) noch (ABF) liegender Punkt, so sei P’ der von A verschiedene 
;chnittpunkt von k mit (ABP). (Berührten sich (ABP) und k in A, so gäbe es durch B 
‚wei verschiedene Kreise, nämlich (ABC), (AB PP), die kin A berührten.) Wegen P& (ABF) 
st P'e(ABF). Ist h der Kreis durch P’, der (ABF) in A berührt, so sei P’ der von A 
© .erschiedene Schnittpunkt von h mit (ABC). (Berührten sich k und (ABC) in A, so be- 

-ührten k, h + k den Kreis (ABC) in A und gingen beide durch ?'.) Bei dieser Konstruk- 
ion gilt sicherlich P' € (ABF) und P'e (ABP). Es gilt aber auch Fr : | == > ”r 
‚ach Satz 20 ist 

((AP"F)(AP' B); A) = ((AFP')k; A) 


ind auch 


((AFP') (AFB); A) = ((AP'F)h; A). 
)amit ist nach den Sätzen 6, 9 
((AP"F)(AP' B); P") = ((AFP")k; F), 
((AFP") (AFB); F)= ((AP"F)h; P"), 
‚as nach Satz 10 mit k = (AFP'), h= (AP' P') die Behauptung bedeutet. 
b) Sei umgekehrt $(A, B,C, F) erfüllt. Dann besitzt jedes pe #, eindeutig be- 


PC 


FC 
m Falle Pe (ABF) hat manp = 0 + r a) f- Im Falle Pe (ABC) ist p = r c| + 0f 


ftimmte Elemente p,, ?, aus 8, mit p= pı + paf, [ = F ji) Man setze p = 7 ni 


ine gesuchte Darstellung. In den weiteren Fällen hat man zu P wegen &(A,B,C,F) 


unkte P’, P"' mit P', P" &(ABF), P'c(ABP), so daß » P | "ir r F 


B F p' ri gilt. Letztere 


sleichung besagt nach Satz 25 


lan hat dann die Darstellung 


AB| [AB][A B ” AB 

Pc) |PP')||P"cC p p|!- 
aß jedes p € 8, in der angegebenen Weise ausgedrückt werden kann, impliziert wegen 
ts — 8, # ® die Aussage FE R,,d.h. Fe(ABC). 


Die Darstellung p = p, + psf ist eindeutig: Wäre p, + /=p= pi + pif, so 
äre (pP, — pı) = (ps — P;) f, was für p; + p, denWiderspruchf € &, nach sich zöge und 
ür p, = p, doch p, = p; bedeutete. $, ist also quadratische Erweiterung von $,, was 
lie Gültigkeit des Berührsatzes impliziert (vgl. Hoffman [7]). 


Korrolar. Ist (®; © >4;0) ein nichtausgeartetes Byr-Kreisquaternar, so gelten die 
iquiwalenten Bedingungen von Satz 30 genau dann, wenn ®, quadratische Erweiterung von 
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$ 7. Bedingung für die Gültiekeit des Büschelsatzes. ! un 


Wir wenden uns jetzt dem Büschelsatz, unabhängig vom Berührsatz zu. Vorab ein 
Bemerkung: Man zeigt, daß im Falle ye 8, — &, die Gleichung E 


1 
=yu-+ 1 0) 
höchstens eine Lösung u, v € 8, aufweist. Im Falle zweier Lösungen u, v und u’, v’ hät 


r . der 
man nämlich } 


yu—a)+ 1, 0-n)=0, 1-Nw—u)=—(l—V), | 
yi Spede 
‚ Zt u 
was für u + u Büse] 
=l— u—v ZRepr 


bedeutete und für u = u’ auch v = v’ zur Folge hätte. 

Der folgende Satz charakterisiert nun — bis auf einen anzugebenden Ausnahm? 
fall — die Kreisgeometrien über nichtausgearteten fyx-Kreisquaternaren, in denen d 
Büschelsatz gilt: j 


ührt. 


Satz 31. Die Kreise eines nichtausgearteten ßyn-Kreisquaternars (PB; @>4; 0) & 
nügen dem Büschelsatz, wenn folgende Bedingung (T) gilt: Ist y,, yg€ 8; — #, und habe 





(1) 1=yu+ 1 U, i=41,2, 





Lösungen u,v;€ R,, so gilt u, de +1, = € 8,. Ist umgekehrt durchweg der Büschelsh 
2 1 


y: 








erfüllt und enthält jeder Kreis mindestens sechs verschiedene Punkte, so gilt (T). } 

Beweis. Wir beweisen zunächst die letzte Aussage, nehmen also jetzt die Gültigk@@, A', 
des Büschelsatzes an. Er lautet: Sind A, B,C,,C,, A’, B',C,,C;, acht verschiede AB’ 
Punkte mit C,,C,€&(A’AB), so ist C,C,C;C, konzyklisch, wenn die Punktequadru [, 
A'AB'B, A'AC\C,, A’AC,C,, B’BC\C,, B’BC;C, es sind. C; 


a) Es seien y,, ya Elemente von #8, — $, dergestalt, daß es S,-Lösungen u;! 


von (1) gibt. Man kann "ic: , voraussetzen, da sonst nichts mehr zu beweisen i 


Sind jetzt A’, A, B irgend drei verschiedene Punkte, so bestimme man BR & 


BB 
Element gibt es, da ja jeder Kreis mindestens sechs verschiedene Punkte aufweist, d. 


A A er 2 i 
; | — e, wobei e ein festes Element aus &, mit e + u,, us, 0, 1 darstelle. Ein soleh 


I 


I8,|25 ist. Es seien C,, €, die Punkte, für die ” ;| — yist, = 1,2 (hieraus fo 


C, B 
1 ’ 
C,;,e(A'’AB)), fernerhin C,, C; die Punkte, für die ” ” = RE u, ist. Man | 
: GB C, B 
A’ A 
5» 
paarweise verschiedene Punkte. Zum Beweise beachte man u; #0 und 


A’ A Be, u 3 i 
ER iri 


C; + C;, da sonst u, = | — e wäre. Behauptung: A, B, C,, C,, A’, B', C/, €; s 





Benz, Aziomatischer Aufbau der Kreisgeometrie auf Grund von Doppelverhältnissen. 


un gilt 


ua a. }. 
» 4l- ER % B' m. C, B u = TeaT. 


as — man beachte v; #0 — 


((A’ B'A) (A'B’C}); B') = ((4’C,B) (A'C,A); C,) 


((A’ BB) (A'B’C;); B') = ((A’C,B) (A'C,C;); C;) 


deutet. Letzteres besagt gemäß Satz 18’, daß BB’C,C, ein konzyklisches Quadrupel 
t und auch, daß BB’C,C, ein konzyklisches Quadrupel ist. Damit ist nach dem 
Büschelsatz auch €, C;C,C) konzyklisch, was wiederum nach Satz 18’ (nach Wechsel der 


epräsentanten) auf 
A’ C, Are, h 
I 4 Fr r ec LESER 


ührt. Nun kommt hieraus 


1 Yy2 
Ber d.h. he fr 


C; 


u u, ist. Damit hat man in der Tat 
U, Yı 


u + r = u(1—m) + we. 


chelseä yı 


1 b) Es gelte (T). Dann wollen wir den Büschelsatz beweisen. Es seien also A, B, C, 
Itigk ,, A, B',C\,C; verschiedene Punkte mit C,, C, € (A’AB) dergestalt, daß die Quadrupel 
hiede# AB'B, A'AC;C,, A'AC;C,, B'BC,C,, B'BC;C, konzyklisch sind. (Wegen C,;& (A’AB) 
adru + 

C; B 


| 9% € 8,.) Hieraus folgt 


((A’AB’) (A’AC!); A) = ((A’AB) (A’AC,); A), 
((A’B'A) (A’B'C}); B') = ((A’C,B) (A’C,A); C,), d.h. 
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A'A]_[AA ; 
ce B}” |c, 2] "m 


Bi 106... 
GAalia a] rem: 


was zusammenaddiert 


ergibt. Setzt man 


(*) 


yı Ya 1 
As, +. — Us ER, 
(m 24 ‚2)+, ze, 


letzteres wegen (T). (Es ist m + 0, da die angeschriebenen Punkte alle verschieden sind? 


Gemäß Satz 18’ bedeutet aber (*) die Behauptung. 


Anmerkung. Es gilt auch die Gleichung 


(**) ” . ER m|% e 4 2. m-1— 1 (m Yı dc 22) + N u;. 


er ya ?y,) u 


- 


A c\lA 6 


1 


Der Beweis von Satz 31 hätte schneller auf der Basis von (**) geführt werden könne 
Das unterblieb, um den geometrischen Hintergrund dieser Gleichung nicht zu verwische 


(**) soll in einer weiteren Arbeit benutzt werden, um Satz 31 auf ein allgemeinen 


Fundament zu stellen. (**) wird sich dabei als die Wurzel weiterer geometrischer Sä 


erweisen in der Art, in der Peczar einen anderen algebraischen Satz ([8], Satz 5) deute 


([8], Beispiele a), b), c)). 


Ist 8, quadratische Erweiterung von $,, so gilt (T), womit der Büschelsatz in dies 


Geometrien nachgewiesen ist”): 


a) Im Falle einer separablen Erweiterung gestattet 8, einen von der Identität va 


schiedenen involutorischen Automorphismus r, dessen Fixkörper $, ist. In diesem Fa 


sind 
1 £ 
u — yır(yi) (we X, wegen = r(u,)), 


1 1 
a wer 
| ıyi) yi ie 
die gesuchten Lösungen der Gleichung (1), Satz 31. Nun ist offensichtlich 


yı Yy2 1 1 
u == ER eRı- 
'y "yı wp)-Y2  Yı-Teye) ; 


25) Ist $, nicht quadratisch erweiterbar, d. h. quadratisch abgeschlossen, so kommt man zu keiner Kra 


geometrie, in der der Berührsatz gilt. 





keit | 
einer 
Axıoı 
Relat 
schaf 


i 


sind 


it vo 
| Fal 


r Kr 
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b) Im Falle einer inseparablen Erweiterung ist 8, von Charakteristik 2. Da dann 
‚u jedem p € K, stets p?e 8, ist, hat man 





1 A 
u, = y2 er, = (1— y? ek: 





Damit ist 





„2+,2=0ec8.. 
‚2 f 









Daß (T) nicht kennzeichnend für 'quadratische Erweiterungen ist, zeigt folgendes Bei- 
spiel (zitiert durch Geometrie 2): 





Es sei R der Restklassenkörper mod 2, 8, der Funktionenkörper über AR in zwei 
Unbestimmten x, y. Man zeigt, daß x, y Nichtquadrate über 8, sind. Wir adjungieren 
jetzt zu 8, die Größen u, v, wobei u? = x, v? = y. Der so entstehende Körper $, ist vom 


Rang 4 über $,. Wiederum ist für jedes p € 8, stets p?e 8, und u, A +1, nr —=(),wenn 
Yy2 1 












a 





u= e die (existenten) Lösungen von Gleichung (1) darstellen. 
Man gehe jetzt von axiomatischen Punkten und Kreisen aus, die bezüglich einer 
Inzidenzrelation den Verknüpfungsaxiomen ® genügen: 





iD 







®,: Es gibt einen Punkt und einen Kreis, die nicht inzident liegen. 






%,: Durch drei verschiedene Punkte geht ein und nur ein Kreis. 






®,: Jeder Kreis besitzt mindestens drei verschiedene Punkte. 






Dann mag die folgende Tabelle mit einen Überbliek über die axiomatische Abhängig- 
keit bzw. Unabhängigkeit des Satzes von Miquel, Berührsatzes, Büschelsatzes, Existenz 
einer Winkelrelation geben. Unter dem vollen Miquelschen Satz wird die Aussage 
Axiom VI in van der Waerden, Smid [15], verstanden. Unter ® sei die Existenz einer 


Relation „=“ zwischen Büschelecken (Def. $ 2) (Winkeln) verstanden mit den Eigen- 
schaften ®, bis ®, (vgl. Einleitung): 









1. 8,%, Büschelsatz, Miquelscher Satz implizieren nicht den Berührsatz (Geo- 
metrie 2; vgl. hierzu $ 2). 






0 


V, W, Miquelscher Satz implizieren nicht den Büschelsatz (Geometrie 7; betr. 
% vgl. man $2). 





3. ®, Berührsatz, Büschelsatz implizieren nicht den Miquelschen Satz (v. d. Waerden 
Smid, [15], S. 758). 


4. ®, Berührsatz, voller Miquelscher Satz implizieren den Büschelsatz (vgl. v.d. 
Waerden, Smid, a.a. O.). 
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Untersuchungen in Räumen mit rekurrenter Krümmung. 


Von Arthur Moör in Szeged (Ungarn). 


Einleitung. 


Unter den Riemannschen Räumen sind die Räume von rekurrenter Krümmung 
durch die Gleichung 


(0. 1) R;zı,m 2. KR; 7 


gekennzeichnet, wo das Symbol: ‚„ die kovariante Ableitung und x, einen kovarianten 
Vektor bedeutet. Die Theorie der durch die Gleichung (0. 4) charakterisierten Räume 
wurde von H. S. Ruse und A. G. Walker in mehreren Arbeiten eingehend studiert. Be- 
züglich der Krümmungsverhältnisse können diese Untersuchungen schon als abgeschlossen 
betrachtet werden mindestens in den zwei- drei- und vierdimensionalen Räumen!). 

In den folgenden Untersuchungen wollen wir diese Theorie für die affinzusammen- 
hängenden Räume und für diejenigen metrischen Räume entwickeln, in denen die Über- 
tragungsparameter der Parallelübertragung der Vektoren nicht-symmetrisch sind. 

Dementsprechend werden wir in $ 1 die Fundamentalformeln der affinzusammen- 
hängenden Räume und der allgemeinen metrischen Übertragungen zusammenstellen. In 
$ 2 behandeln wir das Problem der Metrisierbarkeit der affinzusammenhängenden Räume 
von rekurrenter Krümmung, in $ 3 weiter die Zerlegbarkeit dieser Räume und die Form 
des Krümmungstensors. Endlich wollen wir in $4 die allgemeinen metrischen Punkt- 
räume von rekurrenter Krümmung untersuchen. 


$ 1. Grundgrößen der affinzusammenhängenden und der allgemeinen metrischen Räume. 


Ein n-dimensionaler Punktraum V, ist ein affinzusammenhängender Raum, wenn 
in V„ die Parallelübertragung der ko- bzw. kontravarianten Vektoren durch das Ver- 
schwinden eines invarianten Differentials von der Form 


(1. 1) DEi = Eil,dae* bzw. DE, == & |. dar 
bestimmt ist, wo 
(1. 2a) &|ı = HEi+ Lie 


bzw. 
def _ 


(1.2b) El = 4 — Liibr 
die kovariante Ableitung der kontra- bzw. kovarianten Vektoren bedeutet. (Vgl. [1] 
Kap. I und II, und [4] Kap. IV)?2). Die Transformationsformeln der Übertragungs- 
parameter L;'; bezüglich einer Koordinatentransformation 
= ala! a8,..., 2") 
') Vgl. [3] und die Literaturai:gaben in [3]. 
?) In [4] ist die kovariante Ableitung durch eine andere Formel definiert als in (1.2). Der Unterschied 


besteht darin, daß in der Formel der kovarianten Ableitung die unteren Indizes von L,, gegenüber den in unseren 
Definitionsformeln (1. 2) vorkommenden Übertragungsparametern vertauscht sind. 


12* 
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sind durch 
- 08 Ort 0a® oa 05 
I Bu I r 
auch ee oe Oo dr 
festgelegt. 


Im Raume V, definiert der in i, k symmetrische Teil von ZL,f;, nämlich 


(1. 4) T;, e 3 (L}, ey L/’) En Lin 


einen neuen Übertragungsparameter. Offenbar haben die Übertragungsparameter 7, 
nach (1.3) und (1.4) dieselbe Transformationsformel wie die L,';. Die kovariante Ah.‘ 


leitung in bezug auf die symmetrischen Übertragungsparameter 7‘, werden wir durch 
ein Komma bezeichnen, beispielsweise 
Kerne. 

Der in i, k schiefsymmetrische Teil von L,’,, nämlich 

(1.5) 2, = B) (Li, Sr L,') nn Le 
ist auf Grund von (1.3) ein Tensor, der selbstverständlich in i, k schiefsymmetrisch ist 
Q,/, wird als Torsionstensor bezeichnet. 

Der Krümmungstensor der affinen Übertragung ist durch die Formel 


; ef - . } 
(1. 6) Lu =2 (a Lin + Ziubu) 


bestimmt°). Bei der Anwendung der symmetrischen Übertragung (1. 4) bekommt mail 


den Krümmungstensor 
def 


(1.7) Ba = 2 (aM in + Truliırn)- 


Diese Krümmungstensoren befriedigen die sog. Bianchischen Identitäten: 


(1. 8) Lfzilm +2 Lim + {zykl. }um = 0, 
bzw. 
(1.9) B;u,m + {zykl. }um = 0, 


wo {zykl.}ım den vorigen Ausdruck mit zyklischer Permutation der Indizes k, !, m be 
deutet (Vgl. [5] Kap. III, (5. 19) und (5. 21); selbstverständlich geht unsere Formel (1.8) 
in die entsprechende Formel von [4] nur dann über, wenn noch die Bemerkung de 
Fußnote ?) über den Übertragungsparameter L;';, beachtet wird.) Für den Krümmung 
tensor B;';ı bestehen noch die wichtigen Relationen: 

(1. 10) Big Eu {zykl.),xı = 0. 

Die Übertragung ist metrisch, falls die kovariante Ableitung des metrischen Grund 
tensors g;,(x) identisch Null ist. Es muß also 

(1. 14) gl = 84; + Lin + Lin = 0 
gelten. Bestimmen wir jetzt L/, in der Form: 

(1. 12) Li = {di} + Al, 


(1. 12a) {(} en IE" (Orgir + dig — 9,8) 


bedeutet, so folgt erstens, daß A,’, ein Tensor ist (vgl. z. B. [1], Gleichung (5. 9). und 
die nachfolgenden Zeilen; bei uns steht statt a;/, der Tensor A,';; der Beweis des Tensor 


®) Bei mehreren Verfassern wird der Krümmungstensor statt der Formel (1.6) durch Ru = — Li 
definiert. Wir behalten cie P.ezeichnung der Arbeit [1] bei. 
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charakters geht aber ganz ähnlich wie bei der zitierten Formel von [1]), und zweitens 
folgt aus (1. 14) und (1. 12) unmittelbar, daß 

(1. 13) Agzyk =(, Asze ae gu sr 
eilt (vgl. auch [6]). A,, kann übrigens beliebig gewählt werden. 


Aus den Relationen (1.6) und (1. 12) folgt, daß die Krümmung der durch {?. 12) 
bestimmten Übertragung durch den Krümmungstensor 


(1. 14) Ru = Ra + Spt 


festgelegt ist, wo AR;’;ı den Riemannschen Krümmungstensor bedeutet und 
def 


(1. 15) Su=2 (Ads + AruA ya) 
ist. Die explizite Formel für AR;f;ı ist durch (1.7) bestimmt, wenn in der Formel (1. 7) 
Tı = {H} 
gesetzt wird. 


Der Riemannsche Krümmungstensor A;;. ist bekanntlich in den Indizes (i, j) und 
(k, I) schiefsymmetrisch; dasselbe gilt auch für den Krümmungstensor $;;... Das kann 
nach der Formel (1. 15) unter Beachtung von (1. 13) unmittelbar verifiziert werden. Nach 


(1.14) ist somit auch A,;xı in (ti, j) und (k, !) schiefsymmetrisch. 


$ 2. Sätze über die Metrisierbarkeit der affinzusammenhängenden Räume 
von rekurrenter Krümmung. 


Es soll V„ einen affinzusammenhängenden Raum bedeuten, in dem die Übertragung 
lurch die symmetrischen Übertragungsparameter T';', festgelegt ist. Der Raum V, ist 
metrisierbar, falls das Differentialgleichungssystem 


Br = Hy — 8uT;r — 8,7, = 0 
für den symmetrischen Tensor g;; lösbar ist (vgl. [1], $ 29). Die Integrabilitätsbedingungen 
ieser Differentialgleichung sind durch das Gleichungssystem 
(2. 1a,) SraBaym = 0 
(2. 1a,) SuByu,m, = 
(2. 1a,) Sußy m, Myrnı., M; 
bestimmt, wo der Krümmungstensor B;i,,; durch (1. 7) angegeben ist. 


Für die Metrisierbarkeit der Übertragung T';', im Raume V,„ ist notwendig und hin- 
eichend die Existenz einer Zahl N derart, daß die N ersten Gleichungsketten des Systems 
2.1) ein verträgliches Gleichungssystem für die g;; bilden und die (N + A)-te Kette identisch 
befriedigt ist. 

Nehmen wir jetzt an, daß der Raum V,„ ein Raum von rekurrenter Krümmung ist. 
Das Analogon der Definitionsgleichung (0. 1) im Raume V, ist 


(2. 2) Bu, m — Hm Bas 


wo der Krümmungstensor B;';, des affinzusammenhängenden Raumes V,„ durch (1.7) 
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Ist x„ nicht der Nullvektor, so folgt auf Grund der Gleichungen (2. 2) leicht, dal 
die Gleichungen (2. 1a,) bis (2. 1a,) sich auf (2. 1a,), d.h. auf 










































Wir 

(2. 3) guBj'rı + guBitnı = 0 n- 
reduzieren. Diese Gleichungen sind also die Bedingungen der Metrisierbarkeit eine 
Raumes V„ mit rekurrenter Krümmung. so fı 

Wir können somit den folgenden Satz behaupten: 

Satz 1. Die Lösbarkeit des Gleichungssystems (2. 3) in bezug auf den Tensor g,; ist di. a; 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Metrisierbarkeit eines affinen Raumes, Wer 
von rekurrenter Krümmung. ko 

Das Gleichungssystem (2. 3) besteht wegen der Schiefsymmetrie des Krümmung: 
tensors B;};ı in den beiden letzten Indizes insgesamt aus 

v=}n? (n®—1) (n >1) 
Gleichungen. Da die Zahl der unbekannten Tensorkomponenten auf Grund der Symmetri. 
von 8; lösba 
»=itn(n-+1) (n >1) 
ist, wäre das Gleichungssystem (2. 3) immer lösbar, wenn » < »* gälte®). Diese Relatioı Nach 
besteht aber nur für n = 2, und in diesem Falle gilt in ihr das Gleichheitszeichen. Danı 
ist aber (2.3) ein homogenes lineares Gleichungssystem. Offenbar müssen die trivialeı Dad 
Lösungen g;; = 0 ausgeschlossen werden; somit bekommt .man eine Lösung von (2.38 
nur, wenn die Determinante des Gleichungssystems verschwindet. Das ergibt den PR 

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Metrisierbarkeit eine bei 
zweidimensionalen affinen Raumes V, von rekurrenter Krümmung ist das Bestehen = rn 
Relation: zo 

Bits B}?ia 0 
(2. 4) Baia (Bil + Bi?i) Ba =. $3. 
0 Bllıe Be 









| 





Aus Satz 1 folgt für n = 2, daß (2.4) für die Gültigkeit von Satz 2 notwendig un@izes 










hinreichend ist. Zahler 
Nehmen wir jetzt an, daß im affinzusammenhängenden Raum V,„ von rekurrente 
Krümmung n — 1 linear-unabhängige parallele Vektorfelder existieren. A. G. Walker ha a 









in seiner Arbeit [5] bewiesen, daß, wenn V,„ ein Riemannscher Raum ist, der Krümmung 
tensor verschwindet (vgl. [5], Satz (3.1), S.40). Ein affiner Raum kann aber n — 
linear-unabhängige parallele Vektorfelder haben und ein Raum von rekurrenter Krün 
mung sein, ohne daß sein Krümmungstensor Null ist. 











Wir bezeichnen einen affinzusammenhängenden Raum von rekurrenter Krümmung 
in dem n — 1 linear-unabhängige Vektorfelder existieren, mit Vf. Analytisch ist V;; di 
durch definiert, daß für den Krümmungstensor (2. 2) gilt und das Differentialgleichung 
system 











ni »s 
#,=0 






n—1 linear-unabhängige Lösungen für A'(x) besitzt. In einem Raum V* hat der Übe 
tragungsparameter die Form 





A 






1.5)d. 
efiniti 
lie zerl 


(2.3) 7’, =—Ö/d,loegy, («=1,2,....n—1; nicht summieren nach «), 









+) Im Falle » < »* existierte immer auch eine nicht-triviale Lösung. 
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dal 



















wo y, nur von x“ und x" abhängig ist. T'„‘„ ist beliebig (vgl. [1] $ 9, insbes. (9. 15)). 
Wir setzen fest, daß in diesem Paragraphen die griechischen Indizes die Zahlen 1, 2,..., 
?—- 1 und die lateinischen die Zahlen 1,2,...,n durchlaufen sollen. 


Beachten wir jetzt (2. 5) und die Tatsache, daß y, nur von x* und x" abhängig ist, 
so folgt aus (1.7), daß 


eine 


(2.6) Br = Balag = 0 
si di 


y ist, wo der Index n selbstverständlich die n-te Komponente bedeutet und keine anderen 
es V, 


Werte annehmen kann. Die von Null verschiedenen Komponenten des Krümmungs- 
tensors sind also Byfan- 


ung Für die Metrisierbarkeit eines Raumes V* gilt: 


Satz 3. Ein Raum V* ist metrisierbar, wenn das Gleichungssystem 
(2. 7) gjt Ba'an = (0) 
lösbar ist. 


Beweis. Nach Satz 1 ist die Bedingung für die Metrisierbarkeit durch (2. 3) bestimmt. 
Nach (2.6) wird aus (2. 3): 


netri 


lation 
Danı (2. 8) gu Ban - gu Bitan = (0 (& = 1, 2, ERT_ See 1). 
vialeı 


(2.3 Da diese Bedingung nach (2. 6) für i + n,j = n identisch erfüllt ist, können wiri=n 


annehmen. Dann geht aber (2. 8) in die Gleichung (2. 7) über, w. z. b. w. 





(2.6) und (2.7) drücken aus, daß im metrischen Fall der Krümmungstensor ver- 
schwindet. Somit haben wir im wesentlichen den Satz von A. G. Walker (vgl. [5], 


er Satz (3. 1)) durch eine neue Methode erhalten. 


$ 3. Zerlegbarkeit der affinzusammenhängenden Räume von rekurrenter Krümmung. 















In diesem Paragraphen sollen die Indizes x, ß, y, ö die Zahlen 1,2,...,r die In- 
dizes 0,0, rt, aber die Zahlen r-+41,...,n, die lateinischen Indizes wie bisher die 
Zahlen 1,..., rn durchlaufen. 
















Reiz Definition. Ein affinzusammenhängender Raum V„ heißt zerlegbar, wenn die Kom- 
er MM Onenten der Übertragungsparameter in einem geeigneten Koordinatensystem die Form 
mung 
a (3.1) ee et 
Krüs aben, und wenn die anderen, sogenannten gemischten, Komponenten identisch verschwinden. 
oc Die gemischten Komponenten sind also diejenigen, unter deren Indizes sowohl die 
y* N ahlen 1,2,...,rals auch die Zahlen r + 1,...,n vorkommen. Den Raum V,„ betrachten 
” Bir dann als das Produkt eines r-dimensionalen und eines n — r-dimensionalen affin- 
'hun ” j s i 
zusammenhängenden Raumes. Wir werden die Bezeichnung 
| V.=V,xV,, 
p Übeifrerwenden. Dabei nennen wir V, und V„-, die Komponentenräume von V,. 
Aus der Definition folgt unmittelbar, daß die gemischten Komponenten des durch 
x), 1.5) definierten Torsionstensors Q,/, ebenfalls verschwinden. Dasselbe gilt auf Grund der 





efinitionsgleichung (1. 6) für die gemischten Komponenten des Krümmungstensors. Für 
lie zerlegbaren Räume gilt: 
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Satz 4. Ist ein n-dimensionaler Raum von rekurrenter Krümmung zerlegbar, 'so is 
einer der Komponentenräume eben. 
(Für den metrischen Fall vgl. [5], $ 2.) 
Beweis. Ein affinzusammenhängender Raum von rekurrenter Krümmung ist durch 
(3. 2) L;'xı\m vun #mlLy'xı (*%m # 0) 
definiert, wo x„ ein Vektorfeld bedeutet. Wählen wir jetzt in der Gleichung (1. 8) für die 
Indizes die Werte 
erl eou, men 
bzw. 
ey,d=d,m—=e, 
so bekommen wir aus (1. 8) 
(3. 3) x.Leoa=0, #1. =, 
da die gemischten Komponenten des Krümmungstensors und des Torsionstensors ver- 
schwinden. Aus (3. 3) folgt bereits unser Satz 4. Denn weil x; nicht identisch verschwindet, 
ist einer der Krümmungstensoren Z,?,, und ZL,*,, identisch Null, und das bedeutet, dal 
entweder V„-, oder V, eben ist. 
Bemerkung. Ist der allgemeine affinzusammenhängende Raum V,„ mit den Über 
tragungsparametern L;, zerlegbar, so bestimmen nach (1.4) auch die T';/, einen zerleg 
baren Raum. 


$ 4. Allgemeine metrische Punkträume von rekurrenter Krümmung. 


A.G. Walker hat bewiesen, daß, falls in einem Riemannschen Raum n — 1 linear: 
unabhängige parallele Vektorfelder existieren, der Krümmungstensor im Raume identisel 
verschwindet, d. h. der Raum eben ist (vgl. [5], Theorem (3. 1)). Wir werden im folgender 
beweisen, daß dieser Satz auch dann gültig ist, wenn die Parallelität im Raume durch ein 
metrische Übertragung von der Form (1.42), (1.43) definiert ist. Es gilt: 


Satz 5. Existieren im Raume V„ mit den Übertragungsparametern (1.12) n— 
linear-unabhängige parallele Vektorfelder, so ist der durch (1. 14) bestimmte Krümmung 
tensor des Raumes identisch Null. 

Beweis. Da nach unserer Annahme im Raume n — 1 linear-unabhängige Vektor 
felder existieren, hat das Differentialgleichungssystem 

(4. 4) = 94 + Li,A=0 
n — 1 linear-unabhängige Lösungen 4*'. (Die griechischen Indizes durchlaufen die Zahleı 


(&) 
1,2,...,n— 1.) L,‘, ist dureh (1. 12) und (1. 13) bestimmt. Da Z,‘, eine spezielle affin 
Übertragung ist, muß 
(4. 2) 2 Ri = 0 («=1,2,..,n—1) 
(x) 


gelten (vgl. [1], $ 9). 


Statt der /*' werden wir jetzt das aus den /*' nach dem bekannten sogenannid 
(x) (x) 
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren konstruierte orthonormierte System 4' ve 


(a) 
wenden. Offenbar bestehen (4. 1) und (4. 2) für diese A'. Ergänzen wir noch die Vektoren } 
(&) (4 


durch einen Vektor 4‘, der die Relationen 
(n) 
gi A A == 0, g; MM = 1 
(&) (n) (n) (n) 





Wenn 
die Kı 


Journ 
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befriedigt, zu einem n-dimensionalen orthonormierten n-Bein, so befriedigen die ersten 
n — 1 Vektoren dieses n-Beins die Gleichungen (4. 1) und (4. 2). 
Bilden wir jetzt die Beindarstellung des Krümmungstensors Ra bezüglich 4', 


so wird ” 
Bus = R 4; A, ik hr. 


(abed) (a)(b) (ec) (d) 
Wegen 


0 fürra=#tr 


a f für a = i 
(a) (r) 


bekommt man aus (4. 3) nach einer Kontraktion für die Skalaren R den Ausdruck: 
(abed) 


(4. 4) R = Ru A AR2, 
(abed) (a) (b) (ce) (d) 


Auf Grund von (4.2) ist aber nach (4. 4) 
(4. 5) R =D («=1,2,..,n—1). 


(abed) 


Wegen der Schiefsymmetrie von in (i, j), ist R nach (4.4) schiefsymmetrisch in 
(abed) 


(a, b). Nach (4. 5) ist somit 
(4. 6) R=0 («=1,2,...,n—J1). 


(bacd) 


Da wegen der Schiefsymmetrie R = 0 ist, folgt aus (4.5) und (4. 6), daß 
(nnab) 


(4.7) R=0 


(abed) 
ist. Aus (4.3) und (4. 7) ergibt sich dann unser Satz. 


Nehmen wir jetzt an, daß im Raume V,„ bezüglich der Übertragung (1. 12a) n — p 
parallele Vektorfelder # (o=1,2,...,.n—p; p2Z2) existieren und daß der Tensor 
(e) 
A; die Form 
(4. 8) Ar = 2 ui lyı Pr 
(ı) (@) 


hat, wo u, und u, zwei linear-unabhängige Vektoren bedeuten, die zu A' orthogonal sind, 
(a) (@) 25 
und », ein beliebiger Vektor ist. Da A nach unserer Annahme #* , = 0 befriedigt, folgt 


(e) (e) 
nach (4. 8) und (1. 12), daß auch 4i!, = 0 gilt. Das beweist aber die Gültigkeit des folgen- 
(e) 
den Satzes: 
Satz 6. Die Formeln (1.12) und (4.8) bestimmen für die n— p Vektorfelder, die 


bezüglich der T'-Übertragung Parallelfelder sind, eine metrische Übertragung, welche diese 
Eigenschaft invariant läßt. (T';', bedeutet jetzt {,F,}). 


Aus (4.8) und (1. 15) folgen noch die Relationen: 
(4.9) KSiu=0, #Rlu=0, KRm=0. 
(e) (e) (e) 


Wenn o die Zahlen 1,2,...,n — 2 bedeuten kann, so folgt aus der Gleichung (4. 9), daß 
die Krümmungstensoren in bezug auf die ersten beiden Indizes dieselbe Struktur haben. 
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Wenn „; und u, orthonormiert sind, gilt z. B. 
a) (®) 


Ru Sr. Ruut; Pu» 
(1) (2) 


wo px: ein schiefsymmetrischer Tensor sein muß, da 2 in (t, 5) und (X, !) schiefsymme- 
trisch ist. 


Der metrische Grundtensor g;; und die Übertragungsparameter (1. 12a) bestimmen 


eine Riemannsche Geometrie. Wenn wir die Übertragung im Raume statt mit den Über- ! 


tragungsparametern (1. 12a) mit den durch den Tensor A;/, erweiterten Übertragungs- 
parametern (1. 12) bestimmen, so bekommen wir eine Erweiterung der ursprünglichen 


Riemannschen Geometrie. Wir nehmen an, daß (1. 12a) einen X#-Raum bestimmt (die ® 


Definition der X*-Räume siehe in [3] oder [5]). Wir beweisen: 


Satz 7. Bestimmt (1. 12a) einen K}-Raum (n > 2), so kann der Tensor A,,, immer 


so bestimmt werden, daß 
Sk +0, Sk, m = 0 


gilt, wo der Tensor $;;. durch (1. 15) gegeben ist. 


Beweis. In einem K#-Raum mit n >2 existiert immer ein paralleles Vektorfeld® 
r'(x). Das haben A. G. Walker und H. S. Ruse bewiesen (vgl. [3] und [5]). Da r', = 


ist, genügt 
(4. 10) Ay = Baur 
den Bedingungen des Satzes 7. Nach (1. 15) wird nämlich 
S;jkm ir (Era — Eruifremuriı)s 
woraus wegen 
n.=0, 8, = 0 
unsere Behauptung folgt. } 


Satz 7 bedeutet, daß aus der Gültigkeit von (4. 10) nach (0. 1) und (1. 14) auch die ’ 


Gültigkeit von 
Ryı,m = R/ 


i kl, m 


folgt. 


suchen. 


Ein zweidimensionaler Raum ist immer ein Raum von rekurrenter Krümmung. Die 1 
Krümmungstensoren haben nämlich, wie das am Ende von $ 1 bewiesen wurde, dieselben ” 
schiefsymmetrischen Eigenschaften; daher können die Krümmungstensoren (1. 44) und” 


(1.15) in der Form 
(4. 1) Be, Sasse Base; Bar Asien 
dargestellt werden, wo der &,;-Tensor durch 
EH=ipmt, B=—En=lg, g= det | 8x | 


bestimmt ist. Ebenso wie im Riemannschen Fall (vgl. [5], S. 41) folgt wegen (4. 11) und 
(1. 44), daß die Krümmungstensoren Relationen der Form 


R;uu| m — KH Ru» R;u,m — An Ru 
befriedigen, wo 
%m = tmlog R 
ist. 





Im folgenden werden wir noch den zwei- und dreidimensionalen Fall näher unter. ? 


Krü 


gilt; 
sein. 


chur 


ist. ] 


Offer 


men 
ber- 
ngs- 
hen 
(die & 


‚mer 
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Zum Schluß wollen wir für den dreidimensionalen Fall den folgenden Satz beweisen: 


Satz 8. In einem K,-Raum kann der Tensor A;;. immer so bestimmt werden, daß der 
Krümmungstensor unverändert bleibt d.h. 


(4. 12) Rijı = Rizı 
gilt; dabei kann 
x) A 


Ajk,m #0 oder PB) Ay,m = 0 
sein. 
Beweis. In einem K,-Raum hat der Krümmungstensor die Form (vgl. [2] Glei- 
chungen (4. 1) und (4. 3)): 
Ru = mMymy, Mi 0, 
wo 


(4. 13) m;; = —d 


‘,t 
ist. Es sei nun entsprechend dem Fall «) 
Ay = My; r- 


Offenbar ist A; # 0. Nach (1. 15) und (4. 13) wird 


(4. 14) Sn = Myrun + Ilm; + m; m,,) x, = 0, 


weil die durch (1. 12a) definierten Übertragungsparameter symmetrisch sind und x; nach 
der zweiten Gleichung von (4. 13) ein Gradientvektor ist. Aus (1. 14) und (4. 14) folgt 
aber die Gültigkeit der Formel (4. 12). 


Im Falle 8) soll der Tensor A;,;. gemäß 


. 
Ay = I rrı, Tr; =e mi 


gewählt werden, wo die Bedingung r, „= 0 besteht. Ein Vektorfeld r,(x), das dieser 
Bedingung genügt, existiert in den K,-Räumen immer, worauf wir schon hingewiesen 
haben. Da auch r,,„ = 0 ist, wie unmittelbar bestätigt werden kann, ist A; „ = 0. 
Nach (1. 15) und (4. 13) folgt dann 


cr 4 t in. 
Sig = Fi Prüfe) = 0, 


und das beweist wieder die Gültigkeit von (4. 12). 
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Quasigroupes automorphes par le groupe lineaire 
et geometrie finie. 
Par Albert Sade ä Marseille. 





I. Generalites. 


1. Introduetion. Un quasigroupe d’ordre n est automorphe par le groupe ceycligue! 


s’j] est isomorphe au groupoide G, defini sur l’anneau Z/n des classes residuelles (mod. n)” 


par une loi de composition (x) satisfaisant ä la condition: 
zxy=z2.”(e+hhx(y+h=z+h (mod. n) 
pour tous x, y,2,heG [7, N’1]. 


Un quasigroupe d’ordre n est automorphe par le groupe geometrique s’il est iso- ” 


morphe au groupoide G’(x), defini sur Z/n et satisfaisant a la condition: 
2x y= 2.” (am) & (ym) == zm (mod. n) 


pour tous x, y,2, m&G' et (m,n) =1 [8, N’ 3]. 


Dans les seconds membres l’addition (x + h) et la multiplication (mx) ont leur i 
signification usuelle (mod. n) sur l’anneau Z/n des restes 0, 1,2,...,n—1. | 
Dans ce papier on se propose d’etudier et d’interpreter geometriquement les quasi- 7 
groupes qui sont isomorphes d’une part ä G, d’autre part ä G’. On est ainsi conduit &% 
s’occuper des quasigroupes Q( x), d’ordre n, definis sur Z/n, et qui satisfont ä la relation: . 


zxy=z2.”(me+h) x(my+h)=mz-+h (mod. n) 
oü m est premier avec n. 
L’ensemble des substitutions lineaires (2 — m + h) (mod. n) est un groupe Z,, que? 


l’on peut appeler le groupe lineaire de Z/n, de sorte que l’on peut caracteriser les quasi- © 
groupes en question en disant qu’ils sont automorphes par le groupe lineaire (de cet® 


anneau). 


Definition. Le quasigroupe Q(x), defini sur l’anneau Z/n, est automorphe par k Ä 


groupe lineaire de cet anneau, L,, si, pour tous x, y,2, h€ Z/n et m premier avec n, on a:! 
zxy=z.”(me+h) x(my+h)=mz:-+h (mod. n). 


On rappelle enfin qu’un quasigroupe ordinaire est un groupoide satisfaisant aux 
lois d’existence et d’unieite du produit et du quotient, tandis qu’un quasigroupe in- 
complet satisfait seulement ä la loi du produit et ä celle du quotient unique (ax = b ei 
ya = b ont chacune au plus une solution) c’est-aA-dire ä la loi de cancellation, certains 
elements de l’ensemble produit Q x Q pouvant ne pas ötre definis. 

Il existe des quasigroupes d’ordre pair automorphes par le groupe lineaire. Par 
exemple le quasigroupe du 6°" ordre automorphe par le groupe eyclique, defini [7, N°4] 
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groupe lineaire (x >mz+hl,m=1,5, h=0,1,...,5. Mais de tels quasigroupes 
sont necessairement incomplets. Bornons nous aux quasigroupes ordinaires, et par 
eonsöquent [7, N? 8] d’ordre impair. 


par sa translation aA droite (x >—ıx xVQ) = est automorphe par le 


2. Remarque. Si un quasigroupe Q(x) est automorphe par le groupe lineaire, le 
conjoint (-) de Jordan, 





le reciproque (&) 


.sxysztzy=z, 





et en general les six quasigroupes parastrophiques [10] sont encore automorphes par le groupe 
lineaire. 
Preuve. Si Q est automorphe par le groupe lineaire, on a: 

que ® 
u zxy=z2.”(me+h) x(my+h)=mzs+h (mod. n), (m, n) =1. 
Done, dans le conjoint: 

y-2=z2.”(my-+h) » (me+h)=mz-h, 
et dans le r&ciproque: 


zxy=2.”(m+h)x(my+h)=mıi-+h, 


done (r —mxz + h) est un automorphisme du conjoint et du reciproque, donc aussi de 
tous les quasigroupes parastrophiques, puisque les six parastrophies forment un groupe 
qui est engendr@ par les deux precedentes. 


3. Theoröme. Tout quasigroupe ordinaire Q(x), d’ordre n (impair, N’ 1) auto- 

mirphe par le groupe lineaire L„, a pour loi de composition: 
2x y=(2—y) g(d) + y (mod. n), 

oud= (x — y,n) et oü gest une fonclion arbitraire de d, definie sur l’ensemble des diviseurs 
de n, prenant ses valeurs dans Z/n et telle que (g,n) = (g—A,n) =1. 

Preuve. D’apres [8, N° 8] (qui est valable quelle que soit la parit& de a, a’ sin est 
impair), quand: 

ur, an), Me, 

on a: 


(d, d’) = (d’, d’’) = (d', d). 
Faisons a’ = 0; alors d’ = (a',n)=n et 


(d,d)=d, (d',d)=d", 





dd". 





Or un quasigroupe Q, automorphe par le groupe ceycelique, est entierement deter- 


in mine [7, N°4] par la fonction 

et fı)=xrx0, 

ins... . RN 

n definie sur Z/n et assujettie aux deux conditions [7, N° 6]: 

Par () fa) = I) zar=y (mod. n), 


2 — f(2) 


= y—Hy)—ı=y (mod. n). 
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Sa loi de composition est alors Q(x): 





zxy=lMla—y)+y. 





D’apres ce qui precede, les nombres x =: a et f(x) = a’ ont, avec n, le mem 
PGCD, (d = d'): 





nomb 





avec | 


(x, n) = (f(x), n) = d. 


Done si d x 0 = f(d), le nombre f(d) sera un multiple de d. On peut poser: 























 proun 
dx0 = dg(d). etant 

Tout nombre, x, ayant avec n un PGCD egal ä d est le produit de d par u . 

= ilen: 
nombre premier avec 7 Mais, d’apres le lemme [8, N° 6], on obtient tous les nombre sen 
(mod. n) premiers avec z — et m&me rn fois chacun — en prenant les y(n) nombre& en 
e(7) [6, p. 
premiers avec n. On peut donc reprösenter tout nombre x, tel que (n, x) = d, par dn/ 
avec la condition (m, n) =1. , 
Comme le quasigroupe Q est automorphe par le groupe geomeötrique: 
dx0=dg(d).” dm x 0 = dmg(d) (mod. n), a [2 
ou enfin: 'q 
zx0= xg(d) (mod. n), tous |ı 
et: 
zxy=(2—yY)g(d)+y (mod. n), nombı 
oü g(d) est une fonction queleonque de d, prenant ses valeurs dans Z/n et assujettie ä ua tels qu 
seule condition: Zug terme: 
sg = yeld —Ze—=y (mod. n), 
2 — ag(d) = y— ygld)ıra=y (mod. n), 
ou encore: 
0=(e—-y g 7  y=0 (mod. n), 
0=(«— y(i—g or —y=0 (mod. n). ( 
Exemple. En prenant g constant, on obtient le quasigroupe Q(x): de X & 
zxy=ge+(l—g)y (mod. n), S 
2 c 
ce qui est un cas particulier de xx y= ax + by, (a et b premiers avec n), [8, N’ 132 ne 
exemple A]. @ est „endo‘ et autodistributif [1], car: an 
(.exy)xz:=glee ti —gyl+(i—g): (mod. n), 
= ger +gll—g)y+(1—g)z (mod. n), 
ax) yx)=gle tlg +U—gDly+AU—g)2] I(mod.n), et enfi 
= gr +gl -y+tli—g@t1—g: (mod. n). 

Q est aussi „medial“ [11, p. 546], c’est-a-dire qu’il obeit a la loi d’entropie d 
Murdoch-Etherington [5, p. 516 et 2, p. 444], comme cela resulte du theoreme de K.naste C 
[3] et comme on le verifie immediatement. LeVequ 

le nom| 





Pour determiner le nombre des quasigroupes d’ordre n automorphes par le group 
lineaire on est conduit a enumeörer les valeurs de g. 
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4. Lemme. /l y a 


pgr**- 


nombres naturels, u, non superieurs än = p“g”r“ - - -, et tels que u et u— 1 soient premiers 
avec n, ol P,qQ,r,... sont les diviseurs premiers inegaux de n. 

Preuve. La d&monstration est identique ä celle de l’expresssion de l’indicateur. On 
$ prouve d’abord que P est fortement multiplicative, c’est-A-dire que sin=ab, a et b 
stant premiers entre eux, on aura P(ab) = P(a) P(b). 

Soit x un nombre inferieur a b. Si x est tel que x et <— 1 soient premiers avec b, 
ilen sera de möme de chacun des nombres x + bt, (t = 0,1,2,...,a—-.1). Au contraire, 
si x n’est pas premier avec b, aucun des nombres x + bt ne le sera. Si «— 1 n’est pas 
premier avec b, aucun des nombres x + bt — 1 ne le sera. Si done on definit deux parti- 
tions sur l’ensemble 1,2,3,...,n = ab, au moyen de deux &quivalences commutables, 
[6, p. 590]: 


(E) X=Ysi X—Y=0  (mod.b), 
z-1 17-1 
2 


(E’) X=- Ye —|. 


[ } 
oü rn indique le quotient entier de p par q, il existera P(b) classes par rapport & (E) dont 


tous les termes, X, seront tels que X et X — 1 soient premiers avec b. 


Si l’on considere une quelconque de ces classes, elle contient, (mod. a), tous les 
nombres 0, 1,2,...,a— 1, une fois chacun. Il y a donc dans cette classe P(a) termes X 
tels que X et X — 1 soient premiers avec a. Donc, dans les P(b) classes (E)ilya P(a) P(b) 
termes X tels que X et X — 1 soient premiers avec a et b, d’ou: 


P(ab) = P(a) P(b). 
On en deduit, si p,g,r,... sont premiers inegaux, 
P(p“g®r“ +) = P(p*) Pig?) P(r) ---. 


Or, si n est un nombre premier p, P(p) est evidenment egal a p —.2, les valeurs 
de X &tant 2,3,4,..,p—1. 


Sin = p%, les valeurs de X sont 2,3,4,..,.p—1,p+2,p+3,..., 2p—A, 
2p+2,...„pt—A,pt+2,..., p? —1, c’est-A-dire tous les nombres de 1 ä p“, sauf 1, 
petp+41,2pet2p-+A,...,ipettp-+A,..., enfin p“. Le nombre des termes ä deduire 
est ainsi 2", d’ou: 

Pipf) = pi—2p=n P=° 
p 
Bu er er Be °c 
pqr ..» 
Ce resultat peut ötre deduit du theoreme suivant, enonc& sans demonstration par 


LeVeque [4, Vol I, p. 31]: „Soit f(x) un polynome ä coefficients entiers et soit P(n) 
le nombre des valeurs f(0), f(1),-..,f{n— 1) qui sont premiöres avec n, alors on a: 


P(mn) = P(m) P(n) si (m, n) = 1.“ 
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Ge renseignement m’a @t@ aimablement communique par M. J. Touchard, qui en 
a derive la relation remarquable: 


5 P(d) A (7) A 


oü d deerit les diviseurs de n. La fonetion A est definie par A(z) = 2” oü B(x) est 
le nombre des facteurs premiers de x, distinets ou non. On doit poser conventionnellement 


Pi) = 1. 


5. Application. Le nombre des quasigroupes d’ordre n, automorphes par le groupe 


ku ' n\_. w 
lineaire est N = IT P (4) ol: d parcourt tous les diviseurs propres de n, y compris Üunite. 


Sin= pf, 
4d(A—1) 


N=p ! p—3. 
Sn=p%, 


A-ı 
N= Ip 2), 


r=-UV 
d’oü: 
A(A 1) 


A-1 
N=Np(p—-23)=p °* (p—2). 


r-0 


6. Thöoreme. (i) Les seules substitutions du groupe symetrique ©, qui transforment 


le groupe lineaire 1. en lui-möme sont precisement celles de L„ et definissent le groupe des 
automorphismes interieurs de L.. 


(ii) SiQ est un quasigroupe sur Z/n, ayant pour automorphe L,, aucun quasigroupe 
isomorphe 4 Q (et distinet de Q) n’est automorphe par L.. 

(n — 1)! 
q (n) 

Preuve. (i) Soit L„ le groupe des substitutions lineaires de Z/n et 5, le groupe 
symetrique des n lettres 0,1,2,...,n —1. Soit Se ©,. Le transforme de L,„ par 5 est 
5 "LS; supposons qu’il coincide avec Z„. Le groupe L,„ contient la substitution eireulaire 
C = (0,1,2,3,4,...,n —1), et les puissances de longueur n de €: 


(iii) Le nombre des quasigroupes distinets, isomorphes ä Q est 


C"=(r >ıcı-+m) (m, n) =1. 


Ges p(n) substitutions sont les seules qui soient circulaires et d’ordre n dans /, car, 

si(x —px-+g) est un el&ment de ZL„, p + 1, cette substitution sera composee de cycle 
FT 

d’ordre k comme (z, pz+g, Pc+pg+gq...„pr+ A = : 


k { \ 
p*x 4 r a. I x, oü k est l’exposant auquel appartient p (mod. n): p* = 1 (mod. n), 


Comme cet exposant est un diviseur de g(n), ces eycles ne peuvent avoir pour longueur n. 


q) avec la condition 


Cela pose, pour que S transforme Z,„ en lui-m&me il-faut (regle de Cauchy), | Exer- 
cices de phys. Math. III, Paris 1844, p. 177] que $ transforme les unes dans les autre 
les g(n) puissances de € qui sont des cycles de n lettres. Or toute permutation circulaire d 


0, m, 2m, 3m,...,(n—1)m, 


km, (k +A)m, (k+2)m,...,‚(k—A)m, 
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0 IR KISR BE a | 
km, (k+1)m, (k+2)m,...,(k+x)m,...,(k—1)m 
S=(r--mıi-+b), 


et comme m est premier avee n, Se L,. 


(ii) Maintenant, si Q est un quasigroupe defini sur Z/n et si l’automorphe de Q@ 
coincide avec Z„, tout quasigroupe Q', isomorphe a Q,Q' = QT, T € &,, coincidera avec Q 
si TeL,. Si au contraire 7 € L„, le groupe d’automorphisme de Q’ sera le transforme 
par 7 de celui de @, soit T-!1L,T; il sera done different de L,„ d’aprös (i) et Q’ ne sera 
pas automorphe par le groupe lineaire de Z/n. 

(ii) Ge dernier &tant d’ordre ny(n), si l’on soumet Q aux n! isomorphismes du 

n! _(n—N1)! 
ng(n) in) 

7. Theoreme. Si Q( x) est un quasigroupe d’ordre n, automorphe par le groupe lineaire 
de Z N, 

(i) le complexe 


groupe sym6trique, on obtiendra seulement quasigroupes distincts. 


R, = (0, d,2d,3d,...,n—d) oı d|n, 


est un sous-quasigroupe de Q, 


(ii) les d complexes 
R;,=(,d+i,2d-+1i,....n—d+ i), (mod. n) au 2..,—, 


sont des diviseurs disjoints de Q; 
(ii) le diviseur R, est automorphe par les substitutions (x — mx), (m, n) = 1; 


(iv) l’ensemble 
n 


G=(0,1,2...., = 


sur lequel on definit la loi de composition (x) par x y=zsi, dans Q, dx x dy = dz, est 


„u n\ 
un quasigroupe automorphe par les substitutions (cr — x + h), |mod. 7) (x — me) ou 


m est premier avec n. 
Preuve. Les parties (i) et (iii) resultent de [8, N° 9]; la partie (ii) r&sulte de [7, N° 22]. 


(iv). Le complexe G est visiblement ferme par rapport a sa loi de composition, et 
il obeit a la loi de cancellation; c’est done un quasigroupe. En outre il est automorphe 


par le groupe des substitutions (ce — x + Äh), (mod. a) car, par hypothese: 


(kd +d) x(kKd+d)=(k'd-+.d) (mod. n), 
c’est-A-dire: 
(k+1)d] x [(k’+1)d]=(k" +1)d (mod. n), 


done: 


(k+YKKHNY=R + (moa. 7). 
G est &galement automorphe par les transformations: 


(x — m), (m, n) vn 1, 
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Ce renseignement m’a @t& aimablement communique par M. J. Touchard, qui en 
a derive la relation remarquable: 
n 
zP(a a7) =n 
\d) 
oü d deerit les diviseurs de n. La fonetion A est definie par A(x) = 2” oü B(x) est 
le nombre des facteurs premiers de x, distinets ou non. On doit poser conventionnellement 
PA) =A. 
5. Application. Le nombre des quasigroupes d’ordre n, automorphes par le groupe 


lineaire est N—= IIP (7 


) oiı d parcourt tous les diviseurs propres de n, y compris l’unite. 


Sin= p“, 
A(A—1) 


N=p ° (p—2%. 


Sin= p%, 
Al 
N = MP ""p—2), 
d’oü: 
4-1 A(4—1) 
N=NPe—3)=pr * P—2%'. 


r-0 


6. Thöoreme. (i) Les seules substitutions du groupe symetrique ©, qui transforment 
le groupe lineaire L„ en lui-möme sont precisement celles de L, et definissent le groupe des 
automorphismes interieurs de L,. 


(ii) SiQ est un quasigroupe sur Z/n, ayant pour automorphe L,, aucun quasigroupe 
isomorphe ä Q (et distinct de Q) n’est automorphe par L,.. 

BR : a , n — 1)! 

(iii) Le nombre des quasigroupes distineis, isomorphes ä Q est 

4 

Preuve. (i) Soit L„ le groupe des substitutions lineaires de Z/n et ©, le groupe 
symetrique des n lettres 0,1,2,...,n —1. Soit Se ©,. Le transforme de /„ par 5 est 
S 'L„S; supposons qu’il coincide avec Z„. Le groupe Z, contient la substitution eirculaire 
C = (0,1,2,3,4,...,n—1), et les puissances de longueur n de €: 


C"=(t —xc+m) (m, n) =1. 


Ces p(n) substitutions sont les seules qui soient circulaires et d’ordre n dans Z, car, 
si(x —pxz-+g) est un element de L,, p + 1, cette substitution sera compos6e de cycles 


Br \ 
d’ordre k comme (z, px+g, px+pg+q4:.„prx-+ Ar q) avec la condition 


k_—1 
px + ag“ er ER. x, oü k est l’exposant auquel appartient p (mod. n): p* = 1 (mod. n). 
Comme cet exposant est un diviseur de p(n), ces ceycles ne peuvent avoir pour longueur n. 
Cela pose, pour que S transforme L,„ en lui-m&me il faut (regle de Cauchy), [Exer- 
cices de phys. Math. III, Paris 1844, p. 177] que S transforme les unes dans les autres 
les p(n) puissances de C qui sont des cycles de n lettres. Or toute permutation circulaire de 


0, m, 2m, 3m, ...,(n—1)m, 


est 


km, (k + A) m, (k+2)m,...,(k—A)m, 
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d’oü: 
Are ‚2 sus nt 
km, (k+1)m, (k+2)m,...,(k+x)m,...,(k—1)m 
S=(t2t -mxı+b), 


et comme m est premier avee n,Se€L,. 


(ii) Maintenant, si Q est un quasigroupe defini sur Z/n et si l’automorphe de @ 
eoincide avec Z,, tout quasigroupe Q', isomorphe & Q,Q@' = QT, T € &,, coincidera avec Q 
si TeL,„. Si au contraire 7 € L„, le groupe d’automorphisme de 0’ sera le transforme 
par 7 de celui de @, soit T-!1L,T; il sera done different de L„ d’aprös (i) et Q’ ne sera 
pas automorphe par le groupe lineaire de Z/n. 

(iii) Ce dernier &tant d’ordre ngy(n), si l’on soumet Q aux n! isomorphismes du 

I: _ (nk—i)! 
ny(n) y(n) 

7. Theoreme. SiQ( x) est un quasigroupe d’ordre n, automorphe par le groupe lineaire 
de Z/n, 

(1) le complexe 

R, = (0, d, 2d,3d,..,n—d) oı d|n, 


groupe symötrique, on obtiendra seulement quasigroupes distincts. 


est un sous-quasigroupe de Q, 


(ii) les d complexes 
R,=(,d+1,2d-+1i,....n—d+ i), (mod. n) or i=0,1,2,..,d—1, 


sont des diviseurs disjoints de Q; 
(iii) le diviseur R, est automorphe par les substitutions (x — mx), (m, n) = 1; 


(iv) lÜensemble 


G=(0,1,2,..., — 1) 


sur lequel on definit la loi de composition (x) par 2x y=z si, dans Q, dx x dy = dz, est 


! up n 
un quasigroupe automorphe par les substitutions (c — x +. h), (mod. 3) et (x — max) ou 


| d 


m est premier avec n. 
Preuve. Les parties (i) et (iii) r&sultent de [8, N° 9]; la partie (ii) r&sulte de [7, N° 22]. 
(iv). Le complexe G est visiblement ferme par rapport ä sa loi de composition, et 


il obeit a la loi de cancellation; c’est done un quasigroupe. En outre il est automorphe 


par le groupe des substitutions (cr — x + Äh), (mod. 7) car, par hypothese: 


(kd+d)x(kKd+d)=(k'd+d) (mod. n), 
c’est-A-dire: 
(k+1)d] x [A +A)d]=(k’"+A1)d (mod.n), 
done: 


(k+) KR H+N)-R" +1 (mod. 7) 


G est egalement automorphe par les transformations: 


(z PrR m), (m, n) . 1, 
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car, par hypothöse, 
kdxkd=k'd.” mkd x mkd= mk'd (mod.n), 
done: 


km x km = k'm (mod. 2) 


8. Diviseur normal. Four que le divisur R= (0,d,2d,...,n—d) d’un quası- 
groupe Q( x), automorphe par le groupe lineaire de Z/n: 


zxy=gelD(r—y)+y (mod. n) 
soit normal il faut et il suffit que, pour chaque systime fixe de valeurs de a— b, et lorsque 
m —p=: A — Bi parcourt toutes les valeurs 0,1,2,..., ER ‚ la valeur choisie pour 








g(D) soit la möme pour les diverses valeurs que prend alors le PGCD, 
D=(a—b-+ md—.pd, n). 


Preuve. On rappelle que R<Q est diviseur normal du quasigroupe fini Q si R est 
un bloc ferme dans une partition reguliere de Q. 

Pour que R= (0, d, 2d,..., x —.d) soit diviseur normal de Q il faut et il suffit que, 
n 
d’ 
(a + md) x (b+pd) =c-+ gd (mod. rn) 


si0 <sa,b<de Osp,m< on ait: 


avec: 


0 <se<d, O0sgqg< c independent de p et de m. 


n 
d’ 
(a + md) x (b + pd) = g(D)(a + md—b— pd) +b + pd 
=c+gd 
ol 


ce=g(D) (a—b) +b (mod. n). 


Dans cette expression, g ne depend que du PGCD, (a + md —b— pd, n) = D. 
Il est &vident que c sera independant de p et demsia= b, car alors b = c; ce cas est 
sans interet puisque l’on sait d6ja que (d+5b,2d+b,3d-+b,...) est un diviseur de Q. 
Pour que A soit diviseur normal il sera necessaire et suffisant que, pour toutes les valeurs 
que peut prendre (a —b-+ md—- pd,n) quand a et b ayant des valeurs fixees, m et p 
varient de toutes les manicöres possibles, la valeur choisie pour g(D) reste la möme. Autre- 


ment dit, quand m — p parcourt toutes les valeurs 0,1,2,..., a 1, la fonction g(D) 
doit rester constante. En partieulier im =p=(0,doü:c=axb. 
Exemple. n=245; d=7; ab<T7; m,p<35; 
a—b=1,2,3,4,5,6; m—p=0,1,2,...,34. 
La quantite a—b-+ 7(m — p) ne peut ötre divisible par 7 puisque a—b est com- 


pris entre 0 et 7. Donc le PGCD de a— b + 7(m — p) et den ne peut ötre que 1 ou 5, 
quels que soient a + b, m, p. Si done, avec la notation x x 0 = f(x) = g(d) x, on choisit 


ft) = de ‚ puis (7), f(35) et f(49) arbitrairement, alors (0,7,14,...238) sera un 


diviseur normal. 
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9. Corollaire. Sid est un facteur premier de n, pour que l’ensemble (0, d, 2d,..., n—d) 
soit diviseur normal de Q( x), quasigroupe d’ordre n automorphe par le groupe lineaire de 


Zin, il faut et il suffit que: 
fd’) _ fd) _ 


fd) _ } EU 
ae re are — (Constante, 


d’,d’,d'''--- etant les diviseurs de n, premiers avec d, y compris l’unite. 


Preuve. Si d est premier, comme a — b est plus petit que d, la somme a—b + (m—.p)d, 
avec a + b, ne pourra jamais etre divisible par d. Donc le PGCD de n et de a—b + (m—. p)d 
sera premier avec d; d’oü la condition enoncee. 


Exemple. s—= 15, Hil)= > = 2 I@) = 4, d=3. 


Q est defini par f(x): (r—xx0)=(0) (1,2,4,8) (3, 12) (5, 10) (6, 9) (7, 14, 13,11). Le 
sous-quasigroupe (0, 3, 6, 9, 12) est diviseur normal. Mais, pour d = 5, le sous-quasigroupe 
(0, 5, 10) n’est pas normal puisque f(1) + Rn Si l’on divise par 3 les elements du diviseur 
normal, on trouve le quasigroupe (9, 1, 2, 3, 4) defini par f(x) = (0) (14) (23), qui est auto- 
morphe par le groupe lineaire de Z/5. Le quasigroupe quotient est le quasigroupe 
idempotent du 3°”"* ordre. 

10. Quasigroupe quotient. Si 

R=(0,d,2d,....n—d) 

est diviseur normal du quasigroupe Q(x) d’ordre n, automorphe par le groupe lineaire 
(et —mzx + h) de Z/n, 

(1) chaque roset 

R,=(,t+d,1+2d,..,.t+n—d) 

est encore diviseur normal; 

(ii) les valeurs de t forment un systöme de representants et le quasigroupe quotient 
Q/R, constitue par les elements t, a möme loi de composition que Q, (mod. d). 


Preuve. (i) Soit d un diviseur de n tel ue R= (0, d, 2d,..., n—d) soit un diviseur 
normal dans Q. Comme Q est automorphe par T=(r>x+ 1), il en resulte que A,, 
qui est image de AR par T, est encore diviseur normal. 


(ii) On a vu plus haut que: 
(md +a) x(pd+b)=gd-+c (mod. n) 
avee c=a x b (mod. d); designons le coset R, = (t,t+d,t+2d,t+3d,...,„t!+n—d) 


par la valeur correspondante de t. Puisque a x b = c (mod. d), le quasigroupe quotient 
Q/R est defini par la m&öme loi de composition que 0, le produit &tant caleule, modulo d. 


Dans l’exemple du N’8, n = 245 = 5.72, faisons: 


axb=2ia—b)+b si(la—b,7)=1, 
axb=3(a—b)+b si(a—b,7) = 


=] 
7 


done 


id _IO) _, 
u 5 rt 
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Le diviseur R= (0, 7,14,..., 238) est normal ainsi que tous les diviseurs 
R, = (1,7 +1,14 +1,...238+1),1=0,1,2,...,6. Ona: 
((m-+a) x (7p+b) = 14(lm — p) + 2(a—b)+7p-+b 
— 7[2(m — p) + pP] + 2(a—b) + h 
=7qg+taxb, 
car a—b<T7. 
Le quasigroupe quotient est defini par la loi de composition: 
axkb=2la—b) +b (mod. 7) 
qui est pr&ecisement la möme, modulo 7, que celle de Q. 
11. Cas Partieulier. (i) Le quasigroupe Q( x): 


zxy=ar+(l1—a)y (mod. n), 


(a,n)=(a—A,n)=1, a= const, 
est engendre par les elements O et 1:Q = {0,1}; 
(ii) tout endomorphisme de Q est de la forme (ce — mx + h); 
(iii) son automorphe coincide avec le groupe lineaire de Z/n; 
(iv) dans tout ce qui suit ce quasigroupe particulier sera note QL. [?, N’ 13, p. 324 |. 
Preuve. (i) Soit R= {0, 1}< Q. Ona, pour tout ze R,e x0=aretO x r=(l1—a)r; 
done R contient, en möme temps qu’un element x, ses produits (usuels dans Z/n) par toute 


puissance de a et de 1 —.a. Sia’ = let (1 — a)’ = 1 (mod. n), soient x et ye R. Alors 
a'ze Ret (1 — a)’"'ye R; le produit (x) dans Q de ces deux elements est: 


(a) M—aryJ=ar+l—aPy=r+y (mod.n). 


Done R contient, en möme temps que deux el&ments, leur somme. D’ailleurs a # 1, 
car sinon a— 1 ne serait pas premier avec n. Comme R contient 1 et a +1, il contient 
a+i,a+2,... c’est-A-dire Q tout entier. Donc 


Q@=R. 

(ii) Puisque Q = {0,1} tout endomorphisme de Q est pleinement defini par les 
images de 0 et de 1. Soit h l’image de 0 et m + h celle de 1 dans un endomorphisme T. 
L’application (cr — mx + h) est un endomorphisme. Les images de 0 et 1 par 7 sont h 
et m+h; done T=(xz -mx-+h). 


(ii) Pour que 7 soit un automorphisme de Q@ il faut et il suffit que (m,n) =1. 
L’automorphe de Q est donc le groupe lineaire de Z/n. 


12. Citons pour memoire les deux propositions suivantes dont la d&monstration est 
laissee au lecteur: 
A. Dans tout quasigroupe Q( x) d’ordre n, automorphe par le groupe lin£aire de Z/n, 
la serie des produits ä droite [9, N° 7] engendree par deux elements quelconques a,b € Q 
tels que 
axb=ula—b)+b, 


a pour longueur t, t etant la plus petite solution de la congruence 


1 - ( vr u)'] (0) (moa. 7). avec d= (a ag b, n). 


(1+u) d 





Sade, (uasigroupes automorphes par le groupe lineaire eı geomötrie fine. 169 


B. Si T est un automorphisme de Q, appliquant une serie de produits ä droite, S, sur 
une de ses permutations circulaires, S’, alors la substitution (S —S’) peut toujours ötre mise 
sous la forme 

(X >-pX+9g),Xe€S, avee (a—b,n)=d= (pd,n) 


et par consequent est une partie des cycles d’une substitution appartenant au groupe lineaire L,. 


II. Geometrie definie par OL. 
13. Definitions. Appelons ‚point‘ tout ensemble ordonne de trois ‚coordonnees“ 
x, y, z satisfaisant, dans QL, äz= x xy. Si 
A=(z,y,2) « B=(z,y,z), 
posons 
s=r—ı,ßBß=y—yy=7!—3z (mod. n); 
nous dirons que les points 


(r-+at, y+ ßt, z+ yt), =0,1,2,..,.2—1), 


sont „alignes““ avec A et B. Si (a, ß,y,n) = 1, nous dirons que ces points forment une 
„droite“‘, que l’on pourra appeler „la droite AB“. Les nombres «a, ß, y seront dits les „‚para- 
meires direcieurs“‘ de AB, et on aura: y= «xx ß. L’ensemble des n? points de QL sera 
note GQL. 

Pour justifier la definition il faut prouver (i) que, pour toute valeur det, le point 
de 0 dont l’abscisse est x + at et dont l’ordonnee est y + ßt a pour cote 2 + yt; (ii) que 
par deux points satisfaisant ä la condition (a, ß, y, n) = 1, il passe une droite unique. 

(i) (+) x(y+Pß)=ar+t—y—B)+y+ ht 

= a y)+y+laa— + Blt 
zxy+lax Pt. 
Par hypothöse, si t = 1, cette egalite devient 
!xy=z/=z+y, 
d’ou x x ß= y. Done, en remplagant x x ypar zetx x ß par y: 
(z+a) x (y+Pl)=3+ pt. 

(ii) Le seconde partie resulte du th&or&me suivant. 

14. Theoreme. (i) Toute droite de GQL contient exactement n points. 

(ii) Deux points quelconques distincts (xyz) et (x’y'z’) d’une droite, satisfaisant ä 
| la condition (e — x, y— y', z—z',n) = 1, definissent cette droite. 

Preuve. (i) Supposons que deux points t et 1 + h soient confondus, 

z+at=z+olt+h) (mod. n), 
y+ßt=y+Pli+h) (mod. n), 
z+yt=z+ylti+h) (mod. n), 

on aura: 
ah = ßh=yh=0 (mod. n). 
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Si (h,n)=d, on aura; 
s=-ß=y=0 (mod. 7): 






; . n 
mais les parametres directeurs sont tels que (a, ß, y, n) = 1; done r Aa ,n=di=i 
q 






et par consequent t + h= t, modulo n. 
Quand ! deerit les n valeurs 0, 1,2,...,n — 1, les n points (r + at, y-+ ßt,z + yi) 


sont done distinets. 









(ii) Si maintenant 


C=(z+oal,y+ßl,z+pytl, D=(e+oal,y+ ßl,z+ yt‘) (t+#t) 






sont deux points distinets de la m&me droite, ils definiront une droite si 
"= alt —), = Pi —ı),y=ylW—ı) 


satisfont a la relation (x’, 8’, y',n) = 1, ce qui exige que !' — t soit premier avec n. Soit 
E un point queleonque de la droite CD, 


E=[r +at+al! —t)u,y+ ßt+ Bl! —t)u,z+yt+y(!—t)u] 







et F un point eourant sur AB, 
F=(z+a, y+Pl’, z+yf). 






I! faut montrer qu’il existe une relation entre u et !” telle que, l’une de ces deux variables 
etant donnee, on puisse choisir l’autre de facon que E et F coincident. Or, en egalant les 







abseisses: 





sta" =r+ot+al!— t)u (mod. n) 





et en posant A — u(t — tt’) + 1!’ —t, on a: aA = 0 (mod. n). Et de m&me pour les trois 





coordonne6es: 






aAA=BA=yA=0 (mod. n). 


Mais ä cause de (a, ß,y,n)=1,A=0. 


La congruence 








ut —t!) Hl" —ı=0 (mod. n), 








oü £-—t’ est premier avee n, est la relation cherchee. Comme il y a coinecidence 
biunivoque des points de ABavec ceuxdeCD, AB= CD. 







La remarque suivante est immediate: 

15. Remarque. Toute droite est entiörement determine par un de ses points et ses para- 
metres directeurs. Une droite est invariante si l’on multiplie ses paramötres directeurs par 
un meme facteur quelconque, premier avec n. 






(pP+l)+Der+1).- 


16. Theoröme. Par tout point de GQL passent n Peg 






distinctes, P,q,r,... elant les facteurs premiers inegaux de n. 







On commence par etablir le lemme suivant: 





Lemme. Sur l’anneau des entiers Z/n, le nombre des systömes ordonnes de g nombres 
x, BY: -, a, dont le PGCD est premier avec n, est 


in) = Ip" (pP —1), 


sin=]1p“ avec des p premiers. 
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Abrege de la preuve. Partant de l’identite n’ — 2 j(d), oü d parcourt les diviseurs 
de n, et du cas partieulier j(p*) = p'* "”*(p® — 1), on montre par induetion que le lemme 
est vrai si n est un produit de facteurs premiers inegaux; puis, le supposant vrai si le 
nombre total des facteurs premiers de n ne surpasse pas m, le nombre des facteurs inegaux 
stant au plus k, on l’etend am + letk. 

Preuve du theoreme. Par le point A = (x, y, z) il passe autant de droites qu’il y a de 
syst©mes de parameötres direeteurs x, ß, y, satisfaisant ä la condition (a, ß, y,n) = 1. 
Mais il est facile de voir que 


(x, ß, y,n) = L. (x, ß, n) = 1. 


Il y a done autant de droites issues de A que de paires ordonn6es de nombres x, ß € Z/n 
tels que (a, ß, n) = 1, e’est-A-dire 
2(A—1)(n2 Gyr -- 

NN nn: 
Mais ces droites ne sont pas toutes distinctes. La droite de paramötres directeurs a, ß, y 
coincide (N° 15) avec celle dont les paramötres sont ka, kß, ky, si (k,n) = 1. Cela signifie 
que chaque droite est obtenue g(n) fois. Le nombre des droites distinetes issues de A 
est done: 
P+DW+ND- _,P+D@+D:- 

- = n — . 

P-)g—1N par **- 


Sin est premier, ce nombre se reduitt än +1. 


y(n) 


Corollaire. Le nombre total des droites de GQL est: 





m P+Dd@a+rD. 
pg --: 


17. Definition. Si 
A=(z2,y,2),, B=(r+a,y+Pß,2+9) 
sont deux points tels que (x,ß,y,n)=d=+A,dm=n, on appellera „sous-droite‘ AB 
lensemble des m points 
(r+at,y+ ßt,z+ yt), (t=0,1,2,..,m—4A), 

alienes avec A et B. 

18. Theoröme. Etant donnes deux points, 

A=(1,y,2),, B=(r+ad,y+ Pd,z+yd), (a,ß,n)=1A, 

siın= md et si D est le produit des facteurs premiers inegaux p,g,r,** de d qui ne divisent 


pas m, dl ya: 


= dj(D) 5 (p u: 1) (q a 1) (r + 1) 
f(d) = De(D)  d —n 


droites distinctes passant par les m points de la sous-droite 
AB=(z+od,y+ Bd,2z+ydı), t=0,1,2,..,m—1. 


Preuve. Soint u, v, w les paramötres direeteurs d’une droite contenant la sous- 
droite AB. On devra done avoir: 


kdu = dx, kdv = dß, kdw = dy (mod. n) 


ku=a,kv=ß,kw=y (mod. m). 
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k est premier avec n, sans quoi (x, ß, y, n) ne serait pas egal a 1 (N° 13); done, saus changer 
la droite consideree, on peut lui attribuer (N° 15) les parametres ku, kv, kw, c’est-äa-dire: 














a+pm,ß+gm,y-+ rm, (r,4,r=0,1,..,d—1). 








r est determine par p et q (N° 13) et on voit facilement que r = p x q (mod. d). 








Il y aura autant de droites cherchees que de valeurs de p,gq satisfaisant ä la con- 
dition (x + pm, ß + qm, n) = 1. Or (x + pm, ß + qm, m) = 1; il suffit d’exprimer que 
(x + pm, ß-+gm,D)=1. (Quand p et g parcourent les valeurs 0,1,..,.D—1, 
x+ pm et ß + qm les parcourent aussi (mod. D), puisque (m, D) = 1. Il y a done 
(N® 16), j(D) systömes x + pm, ß + gm (mod. D) tels que (x + pm, +qm,D) =1. 









(Juand p pareourt le champ 0,...,d—1, il deerit (mod. D), fois l’intervalle 0,..., 





; u i [E\® 
D—-1 et comme il en est de möme de g, le nombre des droites convenables est | 5) ID). 





Mais ces droites ne sont pas toutes distinetes. On trouve que le nombre de fois que 
chaque droite apparait est egal ä celui des valeurs de k, (k, n) = 1, telles que k — 1 soit 
"_m''’]), vee m=mA=m"’B=m'’'C et (s,m) = A, (ß, m) = B, 


‘ x ws / Z Ba m = 1 
(y, m) = €. Comme (A, B, €) = 1, et que [m’, m, m] = (A,B,0) ” m , chaque droite 






multiple de [m’, m 







apparait autant de fois qu’il y a de termes premiers avec n dans la suite 1,1 + m, 





1+2m,...,1-+(d—1)m, soit p(D) fois. Le nombre des droites distinetes est ainsi 





(ey „en 
D age)! Do(D) 






On remarquera que sid = 1, ou n, on retrouve les resultats des N’ 14 et 16. 






19. Theoreme. Etant donnee une droite AB, 
















A= (z, Y, 2), B= (+ al, y ur pt, 2+ yi), (a, ß, n) = 1, 








sin = dm, si D = pgr : : - est le produit des facteurs premiers inegauzx de d ne divisant pas 
m et D' celui des facteurs premiers inegaux de d qui divisent m, alors, le nombre des droites 
dont l’interseetion avec AB se compose exactement des m points de la sous-droite 









(2 + adt, y + Bdt, z+ ydı) 


y(D)) 
w; 





h(d) = d 








Preuve. Soit P un facteur premier de d. Pour avoir h(d) il faut retrancher ä /(d) 





(N’ 18) la somme - |, ot P parcourt tous les diviseurs premiers inegaux de d. En vertu 
P p p g 





du prineipe d’inelusion et d’exelusion: 


h(d) 1 —21(5) + 21( 29) 27 (pox) Rz pn) 





oü k est le nombre des facteurs premiers distincts de d. 


in = 


au 


esi 


aur 


(ap 


ou 





Nade, (uasigroupes aulomorphes par le groupe lindaire et geomitrie finie. 113 


On trouve que h(Pi) = Pi — Pi-! ou Pi suivant que P divise ou non m; d’autre 
part, h est fortement multiplicative, k(ab) = h(a) h(b), si a et b sont premiers entre eux 
Si p',g’,.. . sont les facteurs premiers de D’, 

1)... 


Maar Ne 
PqI' 


On constate, ä titre de verification, que 
f(d) = Z h(6) 
oü ö parcourt tous les diviseurs de d. 
20. On parvient au m&me r6sultat au moyen des trois propositions suivantes: 
A. La condition necessaire et suffisante pour que les deux droites 


(z+oat,y+ßBt,z+yl), (c+oat,y+ßt,z+y't), 
(&, ß, n) un. 1, (&, ß', n) vr 1, (t, t' =(, 1,2,..,n—A), 


aient pour intersection la sous-droite 


(2 + adv, y+ Bdv, z + ydıo), (v=(, 1, 2,..„m—1), 
est que le PGCD de aß’ — Ba’ et den soit m = T' 
B. Si a, ß,n et m sont donnes, (x, ß,n) =1, n = md, l’equation («ß' — ßa',n) = m 
aura ny(d) systömes de solutions (mod.n) en «', ß'. 
C. Si G(n, d) est le nombre des solutions en x',ß', avec (x, ß',n) =1, de 
(aß u Ba’, n) —= m, (&, ß, n) . 4, on a: 


ngy(d) = EG(dk, d) 


ou k deerit les diviseurs de m. On a: 


Gin, d) = dpia) aim), ha) = N). 

21. En utilisant les N° 16 et 20, on aboutit ä: 

Etant donnes une droite M=(z+ at, y-+ ßt, z+ yi) et un point A = (x’, y', 2’). 
(i) le nombre des droites issues de A qui coupent M en d points (d + 0, mod.n) est 


), oü d est diviseur du PGCD ((z' — 2) B— (y — y)a,n)= o. 


n 


(ü) Si a = 1, le nombre total des droites issues de A et coupani M esi 

sn a+de+D-- 
gr ++: 

(iii) Le nombre des non-secantes ä M issues de A est n 


‚oügq,r,...sontles facteurs premiers inegaux deo,(S=nsieo=1). 
PH HD _, 
, , p ... q .».. ’ 
OU P,...,Q,... sont les diviseurs premiers inegaux de n. 

(iv) Sin est premier, on peut mener par A une non-secante unique ä M et n secantes, 
coupant chacune M en un seul point. 


22. Definition. Deuzx droites sont parall2les si elles ont les mömes paramötres directeurs 
(A un facteur commun prös, premier avec n). 
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23. Theoröme. (i) Tout automorphisme de QL transforme une droite quelconque 
D=(z+at,y-+ ft) en une droite parallöle ä D, pouvant coincider avec D. Tout endo- 
morphisme de QL projette D sur une sous-droite portee par une parallele ä& D, pouvant äire D 
elle-meme. 


(ii) La droite x = y, x = ß est invariante par chacun des ny(n) automorphismes de Q1.. 


(ii) Sia=Pß,e+yelsi(x—y,n) =d, le nombre des endomorphismes projetant 
D dans D ou sur D est dn. 


(iv) Si les paramötres directeurs de D sont inegaux et si 


p Pxz — xy 
Lo ‚(er,)=1, (n, =Ö6, 
4 3 (P, 9) (n, pq) 


n® . 
alors, il y a 5 tels endomor phismes. 
( 


Preuve. (i) On sait (N? 11) que tout automorphisme de QL est de la forme 
(x —-mx-+ h), (m,n) = 1. Dans cette transformation, le point (x + at, y+ ft) qui 
deerit la droite D, devient (mx + h+ mat, my + h+ mßt). Ce point deerit la droite 
de paramötres directeurs mx, mß, issue du point (mx + h, my + h), image de (x, y). 
Cette droite est parallele a D. Si m n’est pas premier avec n, la transformation devient un 
endomorphisme; elle projette D sur une sous-droite, portee par une parallele a D. 


(ii) Six = ß,x = y,ilest &vident que tout automorphisme de Z, laisse D invariante. 
Tout endomorphisme de QL projette D dans D. 

(iii) Si x + y, D portera sa propre image si le point (mx + h, my + h) appartient 
aD, destädirresme+h=xr-+toat,my+h=y+ ft, ou: 


(1) (m —A)z=at—h, (m—Ai)y=Bt—h (mod. n). 
(Juand x = ß, ce syst@me se reduit ä: 
(m — 1) (2 — y) = 0 (mod. n). 


En posant (x — y, n) = d, la condition s’6erit: 


k f 
m-1+-. k=0,14,2...7—1). 
La valeur de m &tant choisie, le syst&me se reduit a une seule &quation, 


(m—Ai)ı=at—h. 


On peut alors determiner h par le choix arbitraire de t, et comme (x,n) =1, on 
peut choisir n valeurs de h pour chaque valeur de m. Le nombre total des endomorphismes 
qui projettent D dans lui-m&me est ainsi nd. 


(iv) Si les parametres de D sont inegaux, (1) aura des solutions en £ si: 
(m—1) (Br—ay) =h(a—P)  (mod.n), 


soit, en appelant 7 la fraction irreductible egale ä Re ku 2 , 


m=1+kg, h=kp. 


Il y aura autant d’endomorphismes de QL laissant D invariante, ou la projetant 
dans elle-m&me, que de syst@mes de valeurs distinctes de m, h. 
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Si(q,n) = g’et(p,n) = p’, m prendra 7 valeurs distinctes (mod. n) et h en prendra 


2 
ra Le nombre des valeurs de m, h est done wg ‚et comme (p, q) = let p’q’ = (n, pq) =, 


2 


i n 
le nombre des endomorphismes est . 


24. Pour faciliter les &nonces, introduisons, sur l’ensemble produit Q2, un nouveau 
groupoide, dont les elements sont les points (x, y, z) definis au N? 13. 


Seolie. Pour que l’ensemble Q'(-) des points 


29 KV, are 
d’un quasigroupe quelconque Q( x), non necessairement QL, muni de la loi de composition 
(2, 9,2). (I, y,7)=(2xr,yxy,2x7z) 
soit un quasigroupe, il faut et il suffit que Q( x) satisfasse a la loi d’entropie 
(axb)x(exd)=(axe)x(bxd), 
[ö, p. 509], [2, p. 444]. 
Dans ce qui suit, un tel quasigroupe, s’il est issu de QL, sera not& Q,. 
Preuve. La loi du quotient est verifiee puisque Q’(-) est le produit direct de Q par Q. 
Pour que (2 x x, y x y’,z x z') soit un point deQ@’ ilfaut ue(zx x) x (yxy)=(zx7). 
Or z=e.xy,z=zxy, doü: 
exe)x(yxy)lex)xlexy). 
La reciproque est immediate. Si Q est idempotent, il sera de plus distributif [3]. 
25. Corollaire. Dans Q, deux points et leur produit sont en ligne droite. 
Preuve. Soient 
A=(z+oat,y+ß,z+yl,B=(e+al,y+ Bl,2+ yt) 


deux points d’une mö&me droite D. On a: 


(ze + at) x(z+ al) =ale + at) +(1l —a)(r + at) 
=r+ola + l—a)!]=r+oaltxt), 
d’ou: 
A-B=[z+oltxt), y+ßlxt),z+ylxt)]. 
Ce point appartient ä la droite D. 


26. Corollaire. Les n points d’une droite quelcongue De Q, forment un diviseur de Q, 
isomorphe ä QL. 


Preuve. Si l’on designe les points de D par la valeur correspondante de t: 


A, baue, (+ at, y+ ßt), 
on aura: 
A, Ay = Ayr- 
L’applieation A, —t est donc un isomorphisme /: 


DI =. 


15* 
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/ 
27. Remarque. Si deux droites D, D' sont paralleies, toute droite qui coupe l’une en m 
points (n = md), coupe l’autre en m points. 
Cela resulte immediatement du N° 20. 
28. Thöoreme (i) Toute droite DeQ, est diviseur normal de Q,; tes cosets sont les 


parallele ä D. 
(ii) Le systöme des representants est forme des n points d’intersection des n parallöles 


avec une secante coupant D en un seul point. 

(iii) Zl est isomorphe ä QL et au quasigroupe quotient Q,/D. 

Preuve. (i) Pour &tablir que les paralleles a D definissent une partition reguliere 
de @, il suffit de prouver uesA= (x + at, y+ Bl)etB= (x + at’, y' + Pt’) deerivent 
deux droites paralleles, leur produit A - B deerit une troisiöme parallele döterminse. Or: 

A-B=[zxr+toltxt), yxy + Pßlixt)]. 
A: B decrit done la parallele a D, issue du point fixe 


(exa,yxy,zxz7)=(z,y,2)-(z,y',2z). 


(ii) resulte immediatement des N°® 26—27. 

(iii) D’aprös le N° 26, le syst&me des representants, “tant une droite, est isomorphe 
a _L. D’autre part, la loi de composition de QL induit sur l’ensemble Q,/D des cosets une 
loi de quasigroupe isomorphe ä celle de QL. Done: 


QOL=Z2D=_Q,/[D. 
29. Remarque. L’automorphe de QL est isomorphe ä un diviseur de celui de Q,. 


Preuve. Si (x — x’) est un automorphisme de QL(x) ona: 
(2,9,2) (a,b,)=(r xa,yxb,2x ec). (a,y',z)-(a,b,c)=(rH xa,yxb,zxc), 
done [(z, 4,2) —(x', y',2')] est un automorphisme de Q,. Mais il n’est pas evident que tout 
automorphisme de Q, soit de cette forme. 

30, Thöoröme. (i) Le faisceau des droites issues d’un meme point, muni de la loi de 


composition (%*): 
D'SDED\. > zu x "Rx, 


ou a, ß; a',ß'; a, ß" sont les paramötres directeurs de D, D’, D', est un quasigroupe Q,, 


d’ordre n P+D +2 ie ‚ol p,q,.. . sont les facteurs premiers inegaux de n (N° 16). 


pq° 
(ii) Si deux droites de ce faisceau se coupent en d points, leur produit les coupe encore 
en ces mömes d points. 
(iii) Qu est homomorphe ä Q,. 
(iv) L’automorphe du faisceau de sommet A= (x, y,2) contient les p(r) automor- 


phismes induits par: 


(X -mX+h), m=1+ Br ns 


h= ei r=(2—y,n), XEQ. 


kn 
we. 


Preuve. (i) Considerons l’ensemble des droites qui passent par le point A = (x, y, 2). 
Soient deux d’entre elles, 


D=(z+at,y+Bß),D=(x+ouy+ fu); 








p 


et 


soit, 








he 
ne 


core 


mor- 
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posons: 
D'"=DxD=[s+(axa)wy+(ßxP)w2+(yxy')uw]; 


onay=axßety'=a' x ß', done 
yxy=laxP)x(a x Pf) 

et puisque QL est entropique (N° 3, in fine), 
yxy=l(axa)x(ßxP) 


et D>x D’ represente bien une droite, issue de A et de parameötres direceteurs x x a’, 
BxP,yxy. 

Dans le cas oü D et D’ se coupent en plusieurs points, la definition fournit la m&öme 
droite D’ quel que soit le point d’interseetion choisi, car les parametres de D’’, obtenus 
en composant ceux de D et de D’, ne d&pendent que de ces derniers et non du point 
commun choisi. 

(ii) Il en rösulte que si DN D’ est compos6e de d points, leur produit D x D’ coupe 
aussi D et D’ en ces mömes d points, ce que l’cn peut d’ailleurs verifier directement. 

(ii) Si l’on represente chaque droite du faisceau par ses parametres «, ß, y, alors Q, 
est homomorphe ä Q, par l’application qui projette les p(n) points (ka, kß, ky), (k,n) =1, 
sur la droite de paramötres a, ß, y, car ka, kß, ky definissent, dans le faisceau, la m&me 
droite que «, ß, y. 

(iv) Les automorphismes de QL(X —mX + h), XeOQL, qui laissent le sommet 
A(x, y, 2) du faisceau invariant, induisent sur ce faisceau un automorphisme. Ce sont ceux 
qui satisfont &: 


z=mx+h, y=my-+h (mod. n), 
ou: 
(£— y) (m —1) = 0 (mod. n), 
soit, en posant r= (2x — y,n), m—1=0 (mod. *), 
m-14 8, k=0,1..,„r—4; (,n)=4, 
h a 


r 


31. Remarques. I. Dans la loi de composition Dx D’'= D", si A et A’ sont deux 
points appartenant respectivement ä Det ä D', en general A-A'eDxD'. 


II. La loi de composition de deux secantes ne d&pend pas du point d’intersection 
PHDGHN 


pq ..». 
droites (N? 16) de GQL. Le produit n’existe que si les deux facteurs se coupent. Si deux 


droites sont parallöles, leur produit a 6t6 defini aux N? 24 et 28. On peut immerger les 
deux lois dans un möme groupoide. On obtient ainsi un quasigroupe incomplet, oü la 
multiplication n’est definie que si les facteurs sont s6cants ou paralleles. Il est idempotent. 


32. Autotopie. (i) Les isotopies 


choisi sur ces deux droites. Elle peut ötre &tendue ä l’ensemble des n? 


(C)=(X:z >mz+h Y:y—my-+h\, Z:z “mz+hx h'), (m,n)=1 


transforment QL en lui-meme et forment un groupe d’ordre n?y(n). 
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(ii) L’image d’une droite dans une telle autotopie est une droite parallöle, pouvant 
coincider avec la premiere; (C') est done une homographie.. 

(iii) Les homographies (C') qui laissent un point A fixe forment un groupe d’ordre y(n) 
isomorphe au groupe multiplicatif des entiers premiers avec n dans Z/n. Ce groupe laisse 
invariant le faisceau de sommet A. 

(iv) Les homographies (C')) qui laissent une droite invariante forment un groupe d’ordre 
ny(n). 

Preuve. (i) Il suffit de verifier que 


(mz +h) x(my+h')=mz+hxÄh, 











c’est ä dire 


a(mz + h) + (1—a) (my +h) =m[axe +(l—a)y]+hxh', 







ah+il—ah=hxk, 





ce qui est une identite. Ces autotopies forment un groupe dont chaque element est defini 
par les trois nombres m, h, h’ et qui est d’ordre n?y(n). Si (m, n) + 1, on peut dire que 
(C) est une „endotopie‘‘. Elle projette QL sur un de ses diviseurs. 


(ii) Soit la droite 







D=(r-+oat, y+Bt). 






Elle devient par (C): 
m(c +) +h=mz+h-+ mat, m(y-+ ßt) + h’ = my + h' + mßt. 







Je point (mx + h; my + h’) est l’image de A = (x, y) dans l’autotopie. De plus, comme 
(m, n) = A, (mx, mß, n) = 1. Ainsi l’image de D est une droite, issue du point image de A, 
et ayant pour parametres mx, mß, my, c’est-a-dire une parallele a D. Ainsi (C) est une ! 
collineation. ; 

(iii) Soit A = (u, v) un point double dans (C), m un nombre quelconque, premier 
avee n. Prenons h= u(l —m) et h’ = v(1 — m) (mod. n); l’homographie (m, h, h‘) 
laissera A invariant. Toute autotopie (C) laissant A fixe est donc determinee par m. 
Ces autotopies forment donc un groupe isomorphe au groupe multiplicatif des m, ce que # 
l’on peut verifier directement. 

Dans ces collinsations, toute droite passant par le point fixe A = (u, v) reste 
invariante. 


(iv) Par l’autotopie (m, h, h') la droite 


D=(z-+at, y+ pt) 























est transform6e en une droite D’ parallele a D, 
pP 


D' = [m(xz + at) +h, m(y + ßt) + 4]. 





D' coincide avec D si le point (x, y, z) figure parmi les points de D’, c’est ä dire si, 
pour quelque valeur de t, on a: 


z=mz+h-+ mat, y=my-+ h' + mfßt, 









(Bz — ay) (1 — m) = fh — ah’ (mod. n). 


de 


m: 
dr« 
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mo 
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Si l’on se donne arbitrairement h, cette congruence döterminera h’. Quand (x, n) = d 

n 
d 
choix de h, h’ et g(n) choix de m; le groupe des collineation (C) qui transforment une 
droite en elle m&me est d’ordre np(n). 


manieres, donnant chacune d solutions en h’. Il ya done (7) d-n 


on peut choisir h de 


33. Balanced ineomplete block designs (B.1.B.D). Quand x est premier (+ 2), 
OL definit une geomötrie euclidienne finie de n? points, n(n + 1) droites (N? 16). Par 
tout point passent n + 1 droites; par deux points une droite unique. D’apres le N° 21, 
iv, on peut mener par un point exterieur ä une droite une parallöle et une seule ä celle- 
ci, et n secantes, coupant chacune la droite donnee en un seul point. Donc, quand n 
est premier, GQL est un „balanced incomplete block design‘ (B. I. B. D) de Yates [12], 
avec: 
n? varietes, 
= n(n + A) blocs, 
- n el&öments par bloc, 
—= n +1 repetitions, 
= 4, 


C’est la un type bien connu. Les blocs peuvent ötre repartis en ensembles disjoints 
de n blocs (les droites parallöles) et cela de n + 1 manieres (N° 28). 


Sı n n’est plus premier, on a: 
’ 


. vamaryr:;, pe A de 


t=-nı b= 
pq .. n 


mais / n’est plus constant car, par deux points donn6s il passe un nombre variable de 
droites (N° 18). 


34. Remarque finale. La seconde partie de ce travail ne fait que defricher le terrain: 
Il serait interessant de savoir ce que deviennent les theor&mes de Pascal, de Desargues, le 
quadrilatöre de von Staudt et d’etudier des g&ome6tries analogues a GQL dans le cas de 
quasigroupes plus generaux; enfin, d’elucider comment la conelusion du N® 11,Q@ = {0,1}, 
doit &tre adaptee au cas general. 


Ce m’est un bien agreable devoir, en terminant, d’exprimer ici mes vifs remercie- 
ments au D" Hasse pour les conseils Eclaires et pour l’aide amicale qu’il m’a prodigues au 
moment de la redaction definitive de ce papier. 


Index des notations. 
N° 

Blei eh beschsichen wird. u en heran 
a a ne A A; Se 
GL..: 2.22.20 Kr 20... BB Poramöteee dirsolsurs 
Groupe Cylique .... 2... P(n) . 
er EEE ern weinen) Point 
a 2 ne Qs- 
a et ih are 0,» 
Incomplet (quasigroupe) . . .. . . QL. 
Gin 5 ee Sous-droite . 





Sade, Quasigroupes automorphes par le groupe lintaire et göometrie finie. 
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Über Anwachsen und Nullstellenverteilung 
der ganzen transzendenten Lösungen 
linearer Differentialgleichungen. 1. 


Von Klaus Pöschl in München. 





1. Einführung. 


Unter den in der offenen komplexen Ebene |z | <oo eindeutigen analytischen 
Funktionen haben neuerdings Lösungen algebraischer, insbesondere linearer Differential- 
gleichungen besonderes Interesse gefunden. Mit Hilfsmitteln der Wertverteilungslehre 
lassen sich aus der Differentialgleichung allgemein Schlüsse über das Verhalten der Lö- 
sungen bei großen r = |z | gewinnen. Jede Lösung der im folgenden betrachteten linearen 
Differentialgleichung 


(1,04) uw (z) + pılz) W"®(z) ++ Pm-ı(2) w'(2) + Pm(2) w(z) = 0 
mit Polynomkoeffizienten p,;(z), (j = 1,2,... m) ist eine ganze Funktion, in der Regel 
ganz transzendent, in Ausnahmefällen ein Polynom. Vom Standpunkt der Wertvertei- 
lungslehre interessiert in erster Linie die Wachstumsordnung 
In In M (r) 


(1, 02) ), = lim un 


r—>®» 


mit M(r) = Max | w(z) |. Eine ganze transzendente Lösung w(z) von (1, 01) hat rationale 
lzl=r 


Wachstumsordnung A und ist vom Normaltypus dieser Ordnung, d.h. der Grenzwert 
(Typus) 


r—>@®© 


In M(r) 
ri 

ist endlich und von Null verschieden. In (1, 02) und (1, 03) kann hier einfach lim statt 
lim geschrieben werden, da die Differentialgleichung eine gewisse Regelmäßigkeit im 
Verhalten von w(z) zur Folge hat. Da also gilt 

(1, 04) In M(r) = tr (1 + e(r)) 
mit e(r)—> 0 für r> oo, wird durch die Zahlen A und t das Anwachsen der ganzen trans- 
zendenten Lösungen charakterisiert. Die Werte, die dafür in Betracht kommen, lassen 
sich, wie gleich beschrieben wird, in einfacher Weise aus dem Verhalten der Polynome 

(1, 05) Po)= ai +: = a1 +0(Z)) 
bei |z2|->oo gewinnen; k, bezeichnet den Grad von p, und a, den Koeffizienten der 
höchsten Potenz. Ferner wir eingeführt 

(1, 06) k = Max k, 


j-1 
und 


(1, 07) y=m—jtk—k,. 
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Die Wachstumsordnung Ä einer ganzen transzendenten Lösung w(z) von (1, 01) ist dann 
notwendig gleich einer der rationalen Zahlen, für die die Gleichung 


m 
(1, 08) Zarnıy= 
j=0 | 
mit 
(1, 09) y= Bali + h(2)), hi2)>0 für >0, 


und A > 0 bei x = 0 erfüllbar ist [9], [10]. Es sollen also in der Summe 


zZ a,B at? (a, = 1) 
j=0 
mindestens zwei Glieder mit dem kleinsten Exponenten von x vorkommen; diese Glieder, 
gleich Null gesetzt, geben eine algebraische Gleichung (von einem Grade < m) 
(1, 10) 3a,B=0 
(A) 
für die Konstante B. In (1, 08) haben x und y die Bedeutung: 


Yuis £, wo £ ein Punkt auf |z | = r ist, in dem M(r) = | w(£) | erfüllt ist, 


x 
5 = n(r), wo n(r) der sogenannte Zentralindex ist, d. i. bei gegebenem r = |z | der Index 
v 


des Reihengliedes mit dem größten absoluten Betrag in der Nullpunktentwicklung 


w(z) = 5 C,7’ 
‚=(0 
der ganzen Funktion. Wenn es mehrere solche Glieder gibt, so sei n(r) der größte unter 
den zugehörigen Indizes. Mit r— oo geht n(r)> , also mit 2—>0 auch y—>0. Ist w(z) 
eine ganze transzendente Funktion, so gilt ferner [9] für aller außerhalb gewisser Aus- 
nahmemengen von endlichem logarithmischem Maß 
d’w _{rtr)\V_ 
(1, 11) (Er).- | e ul) (+ er), 
wo wieder e(r)— 0 für r> oo und, mit beliebigem festem n > 0, 
n(r) < [In M(r)]' *" 


ist. Die Beziehung (1, 08) folgt aus der Differentialgleichung (1, 01), wenn man darin 
(1, 11) einführt und nur die höchsten Potenzen von z beachtet. 

Durch (1, 08) wird eine algebraische Funktion y(x) definiert. Nur diejenigen 
Zweige kommen in (1, 09) in Betracht, für die „> 0 bei 2-0 gilt. Man erkennt so ohne 
weiteres, daß die möglichen Ordnungen / rationale Zahlen sind. Aus der Bedingung 
% 0; 

I: 

Diese Ordnungen erhält man auch aus der folgenden Konstruktion (Puiseux- 
Diagramm [4], [11], Fig. 1): Man trage an den ganzzahligen Abszissen j=0,1...,m 
die Zahlen «, als Ordinatenwerte auf und zeichne dasjenige gegen die Abszisse konvexe 
Polygon, dessen Ecken von den Punkten (0, «,) und (m, «„) und weiteren der Punkte 
(j, «;) gebildet wird; unterhalb dieses Streckenzuges soll keiner dieser Punkte liegen. 
Sind (i, «;) und (j, «;) zwei aufeinanderfolgende Ecken im fallenden Teil des Polygons 
(x; > «,), so ist : 


+ jA= ©, + ii für mindestens zwei ganze Zahlen i, j folgt A = 
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3 
Fig. 1. 


eine mögliche Ordnung 4; die Vielfachheit, d.h. die Anzahl iinear unabhängiger ganzer 
transzendenter Lösungen, die samt allen ihren Linearkombinationen von dieser Ordnung 
sind, ist S u; — a, = (j — i) A. (In Fig. 1, wop = 6, ist also A, = (x, — x,)/2 von einer 
Vielfachheit < 2%,, A, = x, — x, von einer Vielfachheit < },). 


” Das kleinste }, das auftreten kann, beträgt ui ; das Polygon im Puiseux- 


Diagramm hat dann (Fig. 2) die drei Ecken (0, «&,), (1, &,), (m, &„) mit u, = , —1. 























3 5m 
Fig. 2. 


Die zugehörigen Bedingungen für die Grade der Koeffizienten lauten ,+ u sk, +1 
(u=2,3,...m—A)undk„ =k—m+2,sodßk=k,u =m—lund,=m—2 ist. 
Zur Erläuterung des Folgenden sind in Tabelle I die Differentialgleichungen (1, 01) 
dritter Ordnung nach den möglichen Wachstumsordnungen ihrer ganzen transzendenten 
Lösungen klassifiziert. Für die Gleichungen vierter Ordnung werden die Verhältnisse 
schon recht unübersichtlich. 
16* 
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Tabelle I. 


Übersicht über die Wachstumsordnungen der ganzen transzendenten Lösungen der 
Differentialgleichungen dritter Ordnung. 





mögliche 


Bedingungen Ordnungen 





ku 2 Mas (3%; 3 =) 








Ihn Max (2 =) 


2’3 
kı+k, <2k, 





5 ar 
k=k,>k>Max(7, 7) 


kı tk, > 2k, 





k = k, zZ Max (1 + k;, 2k,) 





1+k, 
1+,—k, 





k=k>Max(i +k,2+%,) 1+k, 





k=kh=k,+i>k, 1+k 
} 








Der Typus t, Gleichung (1,03), zur Ordnung A hängt mit der Konstanten B in 
(1, 09) und (1, 40) entsprechend 


(1, 12) 


zusammen [9]. Da also 


In Mn) =, + ein] 


und die Ordnung # eine rationale Zahl p/q ist (p und q ganz, teilerfremd), so werden durch 
(1, 13) arcz= 9, = (are B + 2m) (=04A,..,p—IM) 


asymptotische Richtungen in der z-Ebene mit folgender Bedeutung bestimmt: Für die 
Punkte {, in denen auf |z2|=r eine Lösung der Ordnung A den Maximalbetrag M (r) 
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annehmen kann, gilt die Beziehung (1, 13) bis auf ein Fehlerglied, das mit r— oo gegen 
Null strebt. Diese Punkte liegen also für große r in einem beliebig schmalen Winkelraum 
um die Richtungen (1, 13). 

Hat die algebraische Gleichung (1, 10) für 3 Wurzeln verschiedenen Betrages, so 
können zur gleichen Ordnung / Lösungsfunktionen unterschiedlich starken Anwachsens 
gehören. Wegen (1, 12) bestimmt der kleinste Wert | B, | von | B | das stärkste Wachstum. 


Damit sind die möglichen Werte für A und t gefunden. Welche davon bei den Inte- 
gralen von (1, 04) wirklich vorkommen, läßt sich aber nicht ohne weiteres entscheiden. 
Diese Frage ist nur für Differentialgleichungen zweiter Ordnung in voller Allgemeinheit 
geklärt [5]. Der folgende Abschnitt 2 enthält diesbezüglich einige Beiträge für Glei- 
chungen beliebiger Ordnung. 

Ist der Koeffizient der höchsten Ableitung in (1, 01) nicht = 1, sondern ein Polynom 
Po(2), so hat die Differentialgleichung auch singuläre Stellen im Endlichen. Für die in 
|z| < © eindeutigen Lösungen, die es dann in Ausnahmefällen geben kann, bestimmen 
sich die möglichen Wachstumsordnungen auf gleiche Weise wie oben. Wir beschränken 
uns jedoch weiterhin auf Gleichungen mit p,(z) = 1. Die Aussagen des folgenden Ab- 
schnitts 2 darüber, welche Ordnungen wirklich angenommen werden, lassen sich z.T. 
einfach übertragen auf solche Gleichungen mit p,(z) & 1, deren Lösungen sämtlich ein- 
deutig sind. Doch wird hierauf nicht weiter eingegangen. 

Der (Nevanlinnasche) Defekt [3] 


m(r, a) 


4 ) = lin 
(1, 14) ö(w, a) = lim Tr, u) 


der Stellensorte w = a ist bei den ganzen transzendenten Lösungen von (1, 01) gleich 
Null für alle endlichen «+0, [11]. In (1, 14) bedeutet m(r, a) die Schmiegungsfunktion 


1 


(1,15) „ w(r expig) — a 


dp 


mit In | x | = Max (In | x |, 0) und 7(r, w) die Charakteristik, die für ganze transzendente 
Funktionen mit 


m(r, ©) = Rn fi | w(r exp ip) |dp 
6 


übereinstimmt. Es bleibt daher für die Integrale von (1, 04) nur der Nullstellendefekt 


(1, 16) ö(1, 0) = lim -r,O) 


m(r, &) 


r—>®© 


zu untersuchen. Er liegt zwischen 0 und 4, Grenzen eingeschlossen, und ist im 
allgemeinen nicht für jedes Integral gleich, sondern z.B. abhängig von Anfangs- 
bedingungen. Dies zeigt schon die Differentialgleichung w’’ + w = 0; von ihren Lösungen 
w= c, exp iz + c,exp (— iz) haben nur die partikulären mit c, = (0 oder ,=0 den 
Defekt 4, jede davon linear unabhängige (c,c, + 0) den Defekt 0. 


Das Ziel dieser Untersuchung ist es, auf dem Wege über asymptotische Integration 
oder eine Transformation der Differentialgleichungen weitergehende Aussagen über das 
Anwachsen und die Nullstellenverteilung der Lösungen in einigen konkreten Fällen zu 
gewinnen. 
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2. Zwei Sätze über die Wachstumsordnungen. 

Besteht der fallende Teil des Polygons im Puiseux-Diagramm aus mindestens zwei 
Strecken, so sind mehrere Wachstumsordnungen möglich. Die größte Ordnung ist gleich 
der Neigung der ersten Strecke und zwar 

(2, 01) 
wobei 

(2, 02) 
und # < m. Nach der Bezeichnung von Poincar6 [6], [7], [2] hat dann die Differential- 
gleichung im Unendlichen eine Unbestimmtheitsstelle vom Range 1 + = = Anar: 


Satz 1. Das stärkste Wachstum wird stets angenommen, d. h. es gibt eine ganze trans- 
zendente Lösung vom größten Typus t zur größtmöglichen Ordnung Ayax: 

Beweis. Nehmen wir den Fall u = 1, Ana, = 1 + k, vorweg, in dem die Behauptung | 
sogleich daraus folgt, daß der Wronski-Determinante 


(2, 03) W = const - exp (— [ pı(n) dn) 
die Wachstumsordnung 1 + k, zukommt. Es können daher nicht alle Funktionen eines 
Fundamentalsystems von kleinerer Ordnung anwachsen. Der Typus zur Ordnung Ay. 
ist in diesem Falle eindeutig. 
Es sei jetzt also # #1. Gibt es mehrere Zahlen u, für die (2, 02) erfüllt ist, so wählen 


wir die größte unter ihnen. Die mit A = A,„., gebildete algebraische Gleichung (1, 10) 
für die Konstante B ist dann vom Grade u, es kommen darin nur Potenzen B* mit | 
Exponenten A vor, für die k,/h = k,/u erfüllt ist. Sei B, eine Wurzel dieser Gleichung von | 
kleinstem Absolutbetrag. Es bedeutet keine Einschränkung der Allgemeinheit, B, positiv 
reell anzunehmen. Zu den asymptotischen Richtungen gehört dann arcz=0. Es soll | 
gezeigt werden, daß eine ganze transzendente Lösung existiert mit | 
In M(r) =in |uw(2)| = (eo [1 + e(r)] und are £>0 für r>o. 
Dies wird zurückgeführt auf eine entsprechende, seit Poincar& bekannte Aussage über 
die Thomöschen ‚„Normalreihen‘. Zunächst werde k,/# und damit der Rang ganzzahlig 
angenommen. Dann gibt es nach [6] im allgemeinen Ausdrücke der Form (Normalreihen) 


1 
(2, 04) exp OL) #$ (-), 
die für festes arc z gewisse Integrale der Differentialgleichung asymptotisch darstellen. 


Dabei bedeutet x :) eine im allgemeinen divergente Potenzreihe in 7, eine Konstante 


und Q(z) ein Polynom von eivem Grade < Aa, Für mindestens eine der Normalreihen 
'ist Q(z) vom Gri \e A„..; der Koeifizient C der höchsten Potenz in Q(z) ist eine Wurzel 
der algebraischen \'!eichung („charak.«. ıistischen Gleichung‘) 


(2, 05) (CA max)" + Zul ax)“ ul. 
(h) 


Hierin ist nur über diejenigen h zu summieren, für die a = r ist. Die größte dieser Zahlen h 


ist nach Voraussetzung = u. Setzt man C} „= 3 ‚ 80 geht (2, 05) nach Multiplikation 
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mit B" über in (1, 08). Mit B, ist also auch die (bzw. eine) Wurzel größten Betrages von (2,05) 
positiv reell. Handelt es sich um eine mehrfache Wurzel, so kann der Fall eintreten, daß 


in 0 und ® Potenzen von 2'* bzw. ii mit einem ganzzahligen n vorkommen [1] 


(„subnormale Reihe“). Nach [1], [6], [8] gibt es jedenfalls mindestens eine Normalreihe 
(bzw. subnormale Reihe) 
zkmax 1 
rt | ee) 


die eine Lösung w der Differentialgleichung für große r asymptotisch darstellt; in einem 
Winkelraum um arc z=( gilt dafür 


(2, 06) In |w| = 5, 2 „4 + er)}. 


Daraus folgt aber gerade die Behauptung. 
Es bleiben die Fälle zu untersuchen, bei denen k,/u nicht ganzzahlig ist. Nach 
Kürzen bleibe im Nenner die Zahl g. Dann führe man drırch 


zn 


eine neue unabhängige Variable ein. Die Differentialgleichung geht dabei über in eine 
Gleichung 
dru | deiw K, ar! Eu - 
(2,07) gm + gem IE (+@(2))+: dem Pit Er. . 
dw 
+... + de 9 ge an ‚EFm lt + Dn- (E))+ wg” pm(&) ET 
wobei 
K,=e(k,+1)—1, 


(2, 08) K,= Max [g(k, +t i) — 7], j=23...m—J1, 


Q, gewisse Reihen in —, die für &> oo verschwinden, und 4,, 4,,.. . ., dm-ı gewisse Kon- 


: ’ 
stanten sind, die man allgemein durch Lösung von linearen Differenzengleichungen erhalten 
kann. Dies ist für unsere Zwecke aber nicht erforderlich. Denn aus Gleichung (2, 08) folgt 


mit demselben # wie oben in Gleichung (2, 02), - wird für die gleichen Zahlen Ah 


erfüllt wie > -%. Für diese Ah, für die 2<h< m gilt, ist 


äy = (dj. 
Die neue Differentialgleichung ist daher in &£ vom Range 1 + - = alt + =); 


im Exponenten Q(£) der Normalreihe 


(2, 10) exp Q(£) &* »(z) = exp ol:e) ze P (41) 


(bzw. eventuell subnormalen Reihe, in der Potenzen £"* und z!/® auftreten) genügt der 
Koeffizient der höchsten Potenz &*!+#,/» wieder der Gleichung (2, 05). Eine solche Nor- 
mal- (bzw. subnormale) Reihe gibt es unbeschadet der Tatsache, daß die Koeffizienten in 
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(2, 07) keine Polynome mehr sind. Auf gleiche Weise wie oben folgt daher auch jetzt die 
Existenz einer Lösung w mit dem in (2,06) ausgedrückten Verhalten für r— oo in einem 
die positiv-reelle z-Achse enthaltenden Winkelraum. Damit ist Satz 1 bewiesen. 


Es lassen sich gegebenenfalls (sofern es Zahlen B verschiedenen Betrages gibt) 
Normalreihen aufstellen, bei denen der Koeffizient der höchsten Potenz von z dem Betrage 
nach mit einem kleineren Typus übereinstimmt. Wegen der Divergenz einer solchen 
Reihe (im allgemeinen) wird aber dadurch nicht in einer vollen Umgebung des Punktes & 
ein Integral asymptotisch dargestellt. Es verbleiben Winkelräume, in denen die Lösung 
doch das stärkste Anwachsen aufweisen könnte. Daher kann aus diesen Betrachtungen 
nicht gefolgert werden, daß auch die kleineren Typenwerte zur Ordnung },., auftreten 
müssen. Für eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


w" + pı(2) w + pz(2) w = 0 


mit k, = + gibt es zur Ordnung 1+k,=1+ 2 zwei Werte des Typus, wenn die 
Gleichung 


,B+aB+1=0 


Wurzeln verschiedenen Betrages hat; der kleinere Typus tritt nur in angebbaren Aus- 
nahmefällen auf [5]. 

Statt der positiv-reellen Achse hätte beim Beweis zu Satz 1 auch irgendeine andere 
der asymptotischen Richtungen gewählt werden können. Es gibt daher zu jeder der 
Richtungen 9, (Gleichung (1,13) mit B=B,; v=0,1,...,p—1) ein Integral der 
Differentialgleichung, für das die Beziehung (2,06) in einem Winkelraum um diese 
Richtung erfüllt ist. Diese Integrale brauchen nicht alle unabhängig zu sein; über die 
Anzahl linear unabhängiger Lösungen des stärksten Wachstums läßt sich daher auf diese 
Weise über Satz 1 hinaus nichts aussagen. 

Hat die Differentialgleichung (1, 01) ein Fundamentalsystem von ganzen trans- 
zendenten Lösungen mit übereinstimmender Wachstumsordnung /, dann muß in allen 
Fällen A = A,., sein und somit k,; S j(A—1) für j=1,2,...,m. Diese Ungleichung 
hatte H. Wittich [10] unter der Voraussetzung bewiesen, daß die m Grenzwerte n(r)/{*, 
gebildet in den asymptotischen Richtungen für die m Funktionen des Fundamental- 


m 


systems, alle verschieden sind, eine Einschränkung, die 3=1+ nach sich zieht. 


Die bisherigen Betrachtungen betrafen die transzendenten Lösungen der größten 
Wachstumsordnung. Bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung konnte in einer früheren 


Arbeit [5] gezeigt werden, daß die für = <k, Sk, neben Ana = 1 + kı mögliche 


kleinere Ordnung 1 + k, — k, im allgemeinen nicht angenommen wird, sondern nur dann, 
wenn eine zugeordnete Differentialgleichung Polynomlösungen hat. Dieses Ergebnis kann 
nicht dahingehend verallgemeinert werden, daß bei Differentialgleichungen beliebiger 
‚Ordnung m alle kleineren Wachstumsordnungen auszuschließen wären; doch gilt der 
folgende 

Satz 2. Der fallende Teil des Puiseux-Diagramms enthalte die Strecke mit den Eck- 
punkten (m — 1, &m-ı) und (m, &„). Die Differentialgleichung (1, 01) hat dann keine ganze 
transzendente Lösung von der zugehörigen (kleinsten) Wachstumsordnung A=1 + kn — kun-ı 
außer für spezielle Koeffizienten; im letzteren Falle ist eine solche Lösung stets von der Form 


P;(z) exp {Q,(z2)} mit zwei Polynomen P, und Q, = — 
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Beweis. Die Voraussetzung über das Puiseux-Diagramm ist nur erfüllt, wenn 


m 
(2, 11) kawı z km = k < m E Kain 


und wenn für 1<jsm—2 
km —k; 
ai BIT Pie 


ist (vgl. Fig. 3). 




















Zum Beweis von Satz 2 kann man ähnlich wie in [5] vorgehen. Man substituiert 


Am 


(2, 13) w(z) = v(z) exp I- 


und erhält in v eine Differentialgleichung 
(2, 44) um + Dur —d +. + 90-10 + Pnd = 0 
mit neuen Polynomen p,;(z). Über deren Grade k; läßt sich Folgendes aussagen: Es ist 
km (<) Max {kn —1, + (m — j) (km — kn-1)} 


n 


k,; (SI Max fk, kk + (j— 1) (km — km-1)} 
miti<jundj=2,3,...,m—.2. Das Kleiner-Zeichen in einer dieser Beziehungen kommt 
nur in Sonderfällen in Betracht, deren Diskussion sich hier erübrigt. Zufolge der Un- 
gleichungen (2, 12) ist 

(2, 15) ET Be Re 
und (2, 12) gilt auch für die Grade der neuen Polynome. Denn es ist 


kn — hy > Min [Un = 
m—1—j ee 3 
kn —k— (m—1—j) ehe nn > kmn— kn-ı. 





Somit entsteht bei der Anwendung der Substitution (2, 13) eine Differentialgleichung, für 
die bei sonst gleichen Verhältnissen der Grad des letzten Polynoms um mindestens 1 
erniedrigt ist. Wendet man dieses Verfahren mehrfach an, so muß man nach endlich 
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vielen Schritten zu einer Differentialgleichung gelangt sein, bei der der Grad des vor- 
letzten Polynoms den des letzten übertrifft, und für die nur Wachstumsordnungen 
>1+km— km-ı möglich sind. Dann und nur dann, wenn diese Differentialgleichung 
eine Polynomlösung P,(z) hat, gibt es ein Integral der ursprünglichen Differential- ! 
gleichung mit A= 1 + kn— km-ı. Denn der Übergang wird dadurch bewerkstelligt, daß 
man statt w durch einen Ausdruck 


(2, 16) w exp {— Qı(2)} 
Am2* 


+++, Damit ist ® 
Gn-7] 


eine neue Variable einführt mit einem Polynom Q,(z) = — 


Satz 2 bewiesen. 


Für die in Tabelle I aufgeführten Typen der Differentialgleichungen dritter Ordnung j 
besagt Satz 2, daß in der Regel bei Typ 2 keine Lösung der kleineren und bei Typ 3 keine ? 
Lösung der kleinsten Ordnung A=4 + k,—k, auftritt. Die Anwendung von (2, 16) ? 
führt eine Differentialgleichung vom Typ 2 in eine vom Typ 5, eine Differentialgleichung ” 
vom Typ 6 in eine vom Typ 7 über. 3 


Satz 2 erlaubt noch einige Folgerungen. Eine etwa auftretende Lösungsfunktion 
w, mit der Wachstumsordnung 1 + km— knm-ı ist, wie wir sahen, von der Form 
w, = P,(z) exp Q,(z); sie hat daher höchstens endlich viele und zwar einfache Null- 
stellen. Für eine solche Funktion ist w = 0 ein Ausnahmewert mit dem maximalen Defekt 
Aw,0) =1. 

Die Vielfachheit g der kleinsten Ordnung 1 + k,„— k„-ı ist gleich der Anzahl 
linear unabhängiger Polynomlösungen der im Beweis zu Satz 2 auftretenden transfor- 
mierten Differentialgleichung. Tritt die kleinste Ordnung auf, und ist die nächst größere | 
Ordnung gleich 1 + km-1 — km, (Fall 3in Tab. I), so wird diese wiederum nur in Sonder- 
fällen angenommen und nur für g = 1, wenn es also kein von w, linear unabhängiges 
Integral der kleinsten Ordnung gibt. Bei der Substitution 


£ 
äh u, [u(n)dn = Pı exp Q, S[u(n)dn 


entsteht für u eine Differentialgleichung (m — 1)-ter Ordnung mit rationalen Koeffi- ° 
zienten, deren Pole nur an Nullstellen von P, liegen können. Da die Ausgangs-Differential- 
gleichung nur ganze Funktionen w zu Integralen hat, ist u eindeutig, d. h. in der ganzen E 
Ebene meromorph mit höchstens endlich vielen Polen, außerdem nicht-rational, denn 
sonst würde die kleinste Ordnung 1 + k„— k„-ı mehrfach angenommen. Die Wachstums- } 
ordnung einer Lösung u muß mit einem der von 1 + k„— k„-ı verschiedenen für w : 
möglichen Werte übereinstimmen. Durch eine ähnliche Betrachtung wie oben zeigt man, 
daß eine Funktion u der Ordnung 1 + k„n-ı — kn, nur dann auftreten kann, wenn eine 
transformierte Differentialgleichung rationale Lösungen hat. Eine solche Funktion u ist 
dann von der Form 


P 
u(2)= 7. exp Q, 
1 


Am ZU tkm—ı km. 


mit zwei Polynomen P, und Q,= — een j+ ++, Ihr entspricht er 
(2, 17) ein Integral w, der Ordnung 1 + kn-1— km-s. Eine Folgerung aus diesen Über- 
legungen ist: 

Falls das Polygon im Puiseux-Diagramm aus m verschieden geneigten fallenden 
Strecken besteht und falls die Differentialgleichung nur ganze transzendente Lösungen 








7 
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hat, so gibt es im allgemeinen kein Fundamentalsystem von Lösungen mit lauter ver- 
schiedenen Wachstumsordnungen. Diese Ordnungen wären, der Größe nach geordnet, 


1 E= k,, 1 + —k,::.,1+ Am-ı — km-n 1 -+ km km-ı 


und müßten jede genau einfach angenommen werden. Ist dies für die kleinste Ordnung 
erfüllt, so ist eine Lösung der nächst größeren Ordnung nur unter weiteren speziellen 
Bedingungen hinsichtlich der Koeffizienten vorhanden usf. Hat die Differentialgleichung 
ein Fundamentalsystem mit lauter verschiedenen Ordnungen, so läßt es sich schreiben als 


(2.48)  w;l2) = Pılz)exp Q,(e) f Be u exp Q,(n,) 
(9) 


),;—1ı 


= 
fan en er Om [an ea num G=1,2...m) 
mit Polynomen P, und (,, letztere vom Grad 1 + km-441—- km-i. Bei einer Vielfachheit 
eg der kleinsten Ordnung > 1 werden mindestens die g— 1 nächst größeren Ordnungen 
übersprungen. Dies erkennt man an der Differentialgleichung für die restlichen m -— g 
Integrale. Wenn die kleinste Ordnung nicht auftritt, folgt aus diesen Betrachtungen 
jedoch nichts darüber, ob die anderen von der maximalen verschiedenen Ordnungen vor- 
kommen oder nicht. 


Satz 1 und 2 enthalten eine positive und eine negative Aussage über das Auf- 
treten gewisser Wachstumsordnungen. Es wäre nun wünschenswert, solche Kenntnis 
auch über die übrigen A-Werte zu erhalten. Hier versagen aber die bisher angewendeten 
Methoden. Daß eine Tranformation nach Art von (2, 16) nicht allgemein zum Ziel führt, 
kann man sich an den Differentialgleichungen dritter Ordnung klarmachen. Hier sind 
noch die Fälle 3 und 6 hinsichtlich A=1 + k,— k,, die Fälle 4 und 8 hinsichtlich 
k,—kı 

- 


i=1+ ungeklärt. Setzt man z. B. für eine Gleichung vom Typ 6 


w= vexpf 
mit 
Anlı , LA zit 
Na = a 1+,—kı' 
so entsteht für k, = k, wieder eine Differentialgleichung vom Typ 6, ohne daß %k, ernie- 
drigt würde; für k, > k, kommt man zu einer Gleichung vom Typ 3. Versucht man aber 
durch 


IE 


2 


den Grad k, abzubauen, so findet man für die transformierte Gleichung 
k = k; = 2k, — kı rn k, > ka, k, = kı, 


d.h. es entsteht eine Differentialgleichung des Typs 4 mit k+k> 2k,, und damit ist 
die Frage nach wie vor unentschieden. Daß in anderen als den in Satz 2 erfaßten Fällen 
die kleinere Wachstumsordnung sogar notwendig auftreten muß, zeigen z. B. die Diffe- 
rentialgleichungen dritter Ordnung (s. Tab. I): 


Typ 8 mit „= 1, =h=0; 
Typ 6 mit kı = k, = 1, kz, = 0. 
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Haben sie ein Fundamentalsystem von ganzen transzendenten Funktionen, so können nur 
zwei linear unabhängige Lösungen mit der größeren Ordnung vorhanden sein und es muß 
eine Lösung von der kleineren geben. 


Ähnlichen Gedankengängen wie in [5] folgend, kann man aus Satz 2 auch eine 


Aussage über Werte des Typus t, siehe (1, 03), gewinnen, dann nämlich, wenn ni ganz- 


zahlig und > n j=141,2,....m—-1) ist. In diesem Falle sind alle Lösungen von der 


Ordnung 1 + En und die Gleichung (1, 10) ist vom Grade m. Wir nehmen an, sie habe 


Wurzeln mit verschiedenen Beträgen und genau eine Wurzel B,„ vom größten Betrag. 


Dann gibt es im allgemeinen keine Lösung des kleinsten Typus t = 1 Bn| zur Ord- 


1+= 


nung 1 + Ze Um dies einzusehen, substituiere man für w 
(2, 21) w= © exp 


Dabei geht die Differentialgleichung (1, 01) über in eine Differentialgleichung der 
gleichen Gestalt in »; die darin auftretenden Polynome p, haben Grade k; s Z km für t 
i=1,2,....m-—-1. Der Grad km des Polynoms bei » ist < k„ auf Grund von (1, 10). 


m—1 
k « 
Der Koeffizient der höchsten Potenz z " ” von p„-. lautet 


B„”[mB„+ Z(m — h) a, By*'], 
() 
Li) = Km ist. Dieser # 
h m 
Ausdruck ist aber + 0 auf Grund der Annahme, daß A, einfache Wurzel von (1, 10) ist; 


Pm-ı ist also wirklich vom Grade =. km. Die entstehende Differentialgleichung in 


wo über diejenigen h zwischen 1 und m — 1 zu summieren ist, für die 


erfüllt damit die Voraussetzungen von Satz 2. Für ihre Lösungen kommt im allgemeinen 
1/\Bn]| 

km 
1+ 3 
Dann und nurdann, wenn die Differentialgleichung in » auch eine Lösung der kleineren Ord- 
1/|Bn| 
1 + = 


‚solche, in Ausnahmefällen auftretende Lösung, gilt dann ö(w, 0) = 1. 


nur die Ordnung 1 + Ki =1+ = in Frage mit Werten > des Typus. 


—1 


nung hat, gibt es eine Lösung w vom Typus zur Ordnung 1 + = Für eine 


Ein Fundamentalsystem mit m verschiedenen Werten des Typus zur gleichen 
Ordnung A=1+ e ist wieder von der Gestalt (2, 18). Einen Sonderfall bildet die 


Differentialgleichung 


wer + td ARD Lanz ru 0; 
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einige der a; (j + m) können = (0) sein. Wenn dazu die Gleichung (1, 10) nur einfache 
Wurzeln B, hat, gibt es ein Fundamentalsystem 


w,= exp (Q,; (j=1,2,...m), 
A 
wobei Q, = 5 + ++» ist (siehe etwa [7] S. 339). 
j 
Weist eine Differentialgleichung, die die Voraussetzungen des Satzes 2 bzw. die 
zuvor erwähnten erfüllt, ein Integral der kleinsten Ordnung bzw. des kleinsten Typus auf, 
so kann man über den Defekt auch der übrigen Lösungen einige Angaben machen. Der 


folgende Abschnitt behandelt in dieser Hinsicht vornehmlich Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


3. Über den Nullstellendefekt 
der Lösungen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Von den Differentialgleichungen (1, 01) zweiter Ordnung 
(3, 01) w"(z) + Pı(z) w'(z) + Pp2(z) w(z) = 0, 
Pı(2) = a, ze +", Pa(2) = a,2 rs, 


betrifft Satz 2 solche mit = <k, <k,. Mögliche Wachstumsordnungen sind 


,=1+k und A,=1+k,—k.. 


Nach Satz 2 bzw. [5] tritt , nur in integrablen Ausnahmefällen auf; ein Funda- 
mentalsystem ist dann 


(3, 02) w,(2) = Pı(2) exp Qı(2), 
wz(2) = wı(2) g(2) 


z zZ 


exp (- fmıw dt) s 
. -. 8 N exp Q;(n) 
(3, 03) g(z) en; u®(n) dn h Fin) d 


und Polynomen P,, 

1+k,—k, 
3,04 ne er 
(3, ) Q, a, rg re To 
und 


ad, 


(3, 05) Q.= — | pn dn— 2014) ne aa Ak zith Le... 
F rAı 


Der Integrand in (3, 03) hat an den Nullstellen von P, zweifache Pole mit dem Residuum 
Null. Wir können daher z, und den Integrationsweg, solange er nur die Pole vermeidet, 
beliebig wählen, etwa z, > 0 und dem Betrage nach größer als alle Nullstellen von P;; 
für |2| > z, kann der Integrationsweg z. B. aus einem Bogenstück des Kreises r = z, 
und einem Halbstrahl arc z = const zusammengesetzt werden. Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit kann a, > 0 angenommen werden. In den Winkelräumen W, 


7 


un 
IHK Saat) 


(3, 06) | arc 2 — 


=6,1...1+28) 
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geht der Integrand in (3, 03) gegen Unendlich bzw. gegen Null, je nachdem u ungerade 
oder gerade ist. Durch partielle Integration folgt in W,,,, (r=0,1,...,%ı) 


3, 07 — Xp @sl2) 4 
(3, 07) 8(2) O,(2) P2(e) (+ efr)), 


und in W,, 


3,08 + BAM 4 + cm), 
m ah >,” ei 


wo e(r)>0 fürr=|z|>oo in W, und 


(3, 09) u FR; 


J Pi) 
2 
In W, strebt g also gegen den endlichen Zielwert g, und [g(z) — g,]-! wächst dort mit 
der Ordnung 1 + kı,. 
Jede Lösung 
(3, 10) w= CıWı + C3Wg = wı(cı + C28) 
mit c, # 0 hat die Wachstumsordnung 1 + k,. In den Winkelräumen U, 


a En 1, 0 as 1: 
(3,14) 'arcz ITh—h “ MIk—h (=0,1,...1+ 2(k,—k,)) 


strebt w, > 0 bzw. > oo je nachdem ob oa =2rodero =2r+1(r=0,1,..,%, —kı) 


ist. Es sei zunächst _- verschieden von allen g,. In einem Sektor, der Durchschnitt 
2 


eines Winkelraumes W,, mit einem Winkelraum U,, ist, geht > oo mit z— oo wie 


Iw| 


T Der Anteil eines solchen Sektors in der Schmiegungsfunktion m(r, 0) geht jedoch 
1 


schwächer > oo als m(r, ©) = = r!+h (4 + e(r)), so daß diese Sektoren keinen end- 
lichen Beitrag zu d(w, 0) bringen. Außerhalb dieser Sektoren strebt |w|— oo. Daher ist 
d(w,0) = 0. 


Gilt nun — Fr = g, für irgendein », so wächst in jedem Winkelraum W,,, wo g den Ziel- 
2 


wert g, hat, [1 so stark > oo wie |w | in den Winkelräumen W,,,,. Jeder solche Winkel- 


raum W,, bringt zu ö(w, 0) einen Beitrag z wi k)' Sind die Zielwerteg, (v=0,1,..., kı) 
1 


alle verschieden, so hat daher 


‘den Nullstellendefekt 


Fallen mehrere, etwa p, Werte g, zusammen, so ist 


d(w, 0) = (FE 
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Es können nicht alle g, gleich sein; denn sonst gäbe es zwei linear unabhängige w,, w; 
mit dem Defekt 1, während für jede andere Lösung c,w, + c,w, mit c,c; + 0 der Defekt 
— () ist. Dies kann aber nach einem Ergebnis von H. Wittich [13] bei Differential- 
gleichungen (3, 04) mit nicht-konstanten Koeffizienten nicht eintreten. Daher ist immer 
p<A1+ k,. Als Beispiel sei die Differentialgleichung 


w’ +(a,z+b)w +alaz+b—a)w=0 


angeführt mit den Lösungen 
w, = exp (— az), w, = exp (— a:) | exp — m + (2a —b) 2 dn = wıg. 
0 


Hier ist a, > 0, a und 5 beliebig komplex. Die beiden, im allgemeinen komplexen und 
stets verschiedenen Zielwerte von g(z) betragen 


2a—b 


Bu n 1 n?\ (2a — b)? 
= #22, + fer (7 2a," 4 2a 
6 


Für die Funktionen » = cm — 2) und w=c, (18) ist der Nullstellendefekt 
ö(w, 0) = %; für jedes andere Integral w = c,w, + c,w, mit c, + 0 ist d(w, 0) = 0. 

Auf ähnliche Weise erledigen sich Differentialgleichungen (3, 01) mit k, = 2k, und 
zwei verschiedenen Werten des Typus t zur Ordnung A=41+k=1+ 4, wenn sie ein 
Integral w, mit dem schwächeren Wachstum (t = t,) haben. Die Gleichung (1, 10) für B, 

1+4,B+0,B=0, 
hat dann Wurzeln B,, B, verschiedenen Betrages; setzen wir für den Augenblick 1 == 8, 


so daß also |s, | = 1, < |s, | = t, ist, so bestehen wieder die Gleichungen (3, 02), (3, 03), 
wobei jetzt 


(3, 12) Q,(2) zu — 5,24 ++», 


Q.(2) = — [min)dn— 20% = -(@+20)#+- = —(,—5)2+.. 
0 


Definiert man die Winkelräume W, durch 


un —arc(g — 5) _ U 
(3, 13) arc 2 — j <77 


s0 gelten dort die Beziehungen (3, 07) bis (3, 09). In den Winkelräumen V,„ 


| __ HR Ar Sı u 
(3, 14) arc 2 N <77 


strebt w,—> 0 für u = 2» und > für u=2v +4, (v» = 0,1,...4— 1). Eine Lösung 
w= wı(Cı + 628) 


mit c, # 0 hat in W,,,, asymptotisch das Verhalten 


(3, 15) In |w | = Re (— 532°). 
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Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann s, — s, > 0 angenommen werden. Ist — Z 
2 


verschieden von allen g,, so gilt im Durchschnitt von W,, und V,, ,ı 
+ + 
(3, 16) In |w | — In |w, | = Re (— 512°) 
und im Durchschnitt von W,, und V,, 


+ 1 " 
(3, 17) In Te] = In [%,| m Re (sı 2°). 


Integration über arc z= 9 liefert 


m(r, ©) m ze „e Res, + |sı|+ Re sı}, 


m(r,0)= 2, 1Resı+ en —|sı | 


und damit 
Res, + m 1 (Re s,)®— |sı | 
0, Km 2Res,+|s,|+ Res, 


Bei festem Betrag von s, ist ö(w, 0) am größten für arc s, = arc s,, und zwar 
0 < d(w, 0) = 


für are s, =arc s, +7 ist 


Von dem Wert = hängt der Nullstellendefekt nicht ab. Ähnlich verhalten sich Funktionen 
2 


c, exp az + c, exp bz (siehe [12]). Ist hingegen — = — g, und sind p der A Zielwerte 
1 
gleich g,, so gilt in den Winkelräumen W,, mit g,= 8, 


A k 1 


(3, 19) In — m Re s,2*, 


n — 
lwı(g — 80) | 
in den übrigen (A — p) Winkelräumen W,, jedoch wieder (3, 16) und (3, 17). Entsprechend 
erhält man jetzt 
re sı)® 
Mu) 


25 Res, + Ar ea ? A 


(3,20) d(w, 0) = 
2Reu,r+ Mass; 


Wieder muß ö(w, 0) < 1 bleiben, daher p < A. Für arc s, = arc s, folgt aus (3, 20) 


ö(w, 0) = auge S ’ 
a 
u 
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für arcces, =arcs, +n 


ö(w, 0) -#. 


Wird allgemeiner bei einer Differentialgleichung (1, 01) die Wachstumsordnung 
,h=i1t+kn— ka-ı 
genau einfach angenommen und außerdem die Wachstumsordnung 
,=1H+kan-ı An 
so gibt es nach Abschnitt 2 zwei Integrale 


w, = P,(z) exp Q,(z) 


und 


"pP 
w, = P;(z) exp a | .(n) exp Q,(n) dn = w;h(2), 
: Pı(m) 
in denen die Polynome Q, und Q, vom Grad A, bzw. /, sind. Der Defekt einer Linear- 
kombination 
w= CWı + CaW; 


(cs + 0) ist dann wieder durch die Anzahl p der Zielwerte von h(z) bestimmt, die mit 
— c,/c, übereinstimmen; also 


- p 
ER Dehräteitelliang! 


Hier läßt sich aber nicht allgemein auf ö(w, 0) <1 schließen. 


Aus dem Verhalten der Polynome (,(z) kann auch der Defekt für die Lösungen 
einer Differentialgleichung mit einem Fundamentalsystem (2, 18) diskutiert werden. 
Ebenso lassen sich Aussagen über den Defekt bei Differentialgleichungen machen, deren 
Lösungen gleiche Wachstumsordnung, jedoch verschiedenen Typus, darunter den kleinsten, 
haben. Ihr Verhalten entspricht bis zu einem gewissen Grad dem der Exponentialsummen 
[12]. Doch soll hierauf nicht weiter eingegangen werden. 


Literaturverzeichnis. 


[1] £. Fabry, Sur les intögrales des &quations differentielles lin&aires & co6ffieients rationnels. Thöse, Paris (1885). 

[2] E. L. Ince, Ordinary differential equations. New York, Dover Publ. 

[3] R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen, 2. Aufl. Berlin, Springer (1953). 

[4] 0. Perron, Über lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten. Acta math. 34 (1910), 139— 163. 

[5] K. Pöschl, Zur Frage des Maximalbetrages der Lösungen linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit Polynomkoeffizienten. Math. Ann. 125 (1953), 344— 349. 

[6] H. Poincard, Sur les int6grales irr6gulieres des &quations linsaires. Acta math. 8 (1886), 295— 344. 

[7] Z. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 1. Band, Leipzig, Teubner (1895). 

[8] W. Sternberg, Über die asymptotische Intergration von Differentialgleichungen. Math. Ann. 81 (1920), 119 
bis 186. 

[9] @. Valiron, Leetures on the general theory of integral functions. Toulose (1923); Neudr. New York, Chelsea 
(1949). 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 3/4 18 





138 Pösehl, Über ganze transzendente Lösungen linearer Differentialgleichungen. I. 


[10] H. Wittich, Ganze transzendente Lösungen algebraischer Differentialgleichungen a) Nachr. Akad. Wiss. Göt- 
tingen, Math.-phys. Kl. (1946), 71—73; b) Math. Ann. 122 (1950), 231— 234. 

[11] A. Wittich, Über das Anwachsen der Lösungen linearer Differentialgleichungen. Math. Ann. 124 (1952), 277 
bis 288. 

[12] H. Wiüttich, Neuere Untersuchungen über eindeutige analytische Funktionen. Ergebnisse der Mathematik, 
Heft 8, Berlin, Springer (1955). 

[13) H. Witich, Defektfreie Lösungen linearer Differentialgleichungen. Arch. d. Math. 7 (1956), 459— 464. 


Eingegangen 16. November 1966. 





On Superposability 
and Self-Superposability Conditions 


for Hydrodynamic Equations Based on Continuum. I*). 
By Richard R.Gold & M.Z.v. Krzywoblocki. University of Illinois. 


Table of Contents.**) 
Introduction 
1.0 The Equations of Hydrodynamics 
1.1 The Equations of Classical Hydrodynamic 
1.2 The Equations of Motion for a Non-Newtonian Fluid 
1.3 The Magneto-Hydrodynamic Equations of Motion 
1.4 Equations of Gas Dynamics 
2.0 Historical Outline of the Problem of Superposability 
3.0 General Constructional Philosophy of Superposability 
3.1 General Remarks 
3.2 The Superposability and Self-Superposability Conditions 
4.0 The Superposability Condition for Incompressible Newtonian Fluids 
4.1 A Closer Inspection of the Work of Previous Authors on the Concept of Superposability 
4.2 The Superposability Condition 
5.0 The Superposability Condition for Incompressible Non-Newtonian Fluids 
5.1 Introduction 
5.2 Some General Observations 
5.3 Boussinesq’s Equation of Motion 
5.4 Rivlin’s Equation 
6.0 The Superposability Condition for Compressible Newtonian Fluids 
6.1 Basic Equations 
6. 2 Solution of the System of Equations Associated with the Equation of Motion for a Compressible 
Newtonian Flow Applying the Concept of Self-Superposability 
7.0 The Superposability Condition for Compressible Non-Newtonian Fluids 
7.1 Basic Equations 
7.2 Boussinesq’s Equation 
7.3 Reiner’s Equation 
8.0 The Superposability Condition for the Magneto-Hydrodynamie Equations of Motion 
8.1 Basic Equations 
8.2 The Superposability Condition for an Incompressible Fluid 
8.3 The Superposability Condition for a Compressible Fluid 
9.0 The Potential Equation 
9.1 General Discussion 
9.2 The Proposed Limiting Process for the Solution of the Potential Equation 


*) This paper was originated from the dissertation submitted by Dr. R. Gold under the direction of the 
senior author as a partial fulfillment of the requirements toward the Ph. D. degree at the University of Illinois, 

**) This table reters to boih part,I, and part II. The latter will be published in the next volume of this 
Journal. 


18* 








140 Gold u. Krzywoblocki, On Superposabilily and Self-Superposability Conditions. 1, 





10.0 Reduction of the Previously Linearized Equations to Standard Form 
10.1 General Discussion 
10.2 Reduction of the Previously Linearized Equations to Standard Form 


11.0 The Boundary Value Problem 
11.1 General Discussion 
11.2 Remarks on the Linear Equations of Table VI, Chapter 10 


12.0 Overspecified Systems 
12.1 Present Status of the Literature on Overspecified Systems 
12.2 Application of the Discussion of the Preceding Section to the Overspeeifiod Systems of the Paper 


13.0 Several Applications of the Results of this Paper 
13.1 An Illustrative Construction Using the Self-Superposability Condition 
13.2 A Physical Application of Self-Superposability 
13.3 A Second Application of Self-Superposability 
13. 4 Complete Systems 


14.0 Conclusions 
Appendix A 
Bibliography 


Introduetion. 


Due to the nonlinearity of the equations of motion in the theory of fluid dynamics, 
it is frequently necessary to assume that certain terms, usually the nonlinear terms, are 
small compared with those retained. Perhaps, equally as often, it is tacitly assumed that 
two or more distinct motions are linearly superposable and in certain cases both assump- 
tions are made. Examples of these approaches are the analyses of Stokes and Oseen, 
which make use of the first assumption, and various analyses of Rankine and Lamb, to 
name a few, who make use of the superposability criterion. 

The purpose of this investigation is to examine the basic formal concepts of super- 
posability and self-superposability of nonlinear partial differential equations, in parti- 
cular those equations of interest in hydrodynamics. 

After reviewing the literature on the subject, the fundamental formal (constructional) 
philosophy of superposability is discussed in chapter 3. In the subsequent chapters, super- 
posability and self-superposability conditions are established for the viscous equations of 
motion both for incompressible and compressible flows and under the assumption of a 
Newtonian and Non-Newtonian fluid. In addition these conditions are determined for the 
equation of motion in magneto-hydrodynamic flow and the potential equation of gas 
dynamics. 

A direct application of the superposability condition for any given nonlinear partial 
differential equation is in the construction of useful superposable and self-superposable 
motions. This is discussed quite briefly in the text and its possibilities suggested especially 
with regard to the work done by previous authors. In particular, however, this paper is 
concerned with the more general application of utilizing the self-superposability condition 
to associate with the nonlinear partial differential equation in question a system which 
can be solved in general in a rigorous manner. Subsequent to determining the self-super- 
posability conditions for the previously mentioned hydrodynamic equations a thorough 
analysis is made of the solution of this associated system. 

In connection with the principal application referred to in the preceding paragraph 
it was necessary to review the literature on the subjects of boundary value problems and 
“overspecified’ systems, i. e., systems of partial differential equations containing more 
equations than unknowns. The results of these literature surveys are then applied to the 
problem at hand introduced by the beforementioned application. 
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In addition to the previously mentioned general applications, several special appli- 
cations to the work of Kampe& de Feriet and Pohlhausen’s solution to the boundary layer 


are considered in Chapter 13. 


Frequently in the analyses of this paper only the surface of the problem is treated 
and frequently mathematical detail vital to any thorough treatment of a problem is only 
pointed out rather than being fully explored. The reason for this fact is that this paper 
is meant to be only a preliminary cursory treatment of the subject designed to establish 
the fundamental facts. It is hoped that this work will suggest many additional applications 
and analyses treating the detail omitted out of necessity. 


The preliminary remarks vital to the mathematical justification of much of the 
work of the present paper are quite standard and well known. The basic requirements are, 
nevertheless, briefly outlined in the following paragraphs for the sake of mathematical 
completeness. 

The mechanics of continuum is fundamentally the Newtonian mechanics. A New- 
tonian continuum is defined as a finite or infinite closed region of Euclidean three-dimen- 
sional space, at each point of which, with the possible exception of isolated sets of points 
of dimension less than three, there exist the primitive characteristic functions for density, 
stress tensor, internal energy per unit mass, specific entropy and heat flow vector. Its topo- 
logical transformation in time into a finite number of other closed regions is governed by 
the principles of conservation of mass, momentum, and energy. By a motion of a continuum, 
therefore, we mean a one parameter family of mappings of the particular continuum onto 
other continua. The time it serves as the real parameter and has the domain of variation 
— 00 <t < + oo with the customary arbitrary initial point i = 0. The motion is then 
described by the family of mappings: x; = x,(af, t), i=1,2,3, where for convenience 
sake the coordinates z,, X,, x; are frequently replaced by x, %, z respectively. By requiring 
that with the exception of possible singular surfaces, lines or points, the motion will be 
continuous, we imply that the above transformation be single-valued and thrice continuously 
differentiable with respect to the space and time variables. In addition, its inverse exists 
and has these same properties. Continuous motions are therefore implied throughout this 
paper unless otherwise specifically noted, a fact which lends the necessary regularity to 
various functions and operations considered. This assumption permits operations of 
differentiation, for example, and lends rigor where necessary to the solution of differential 
equations (such applications will be considered in part when they are met in the text). 


In general a rectangular cartesian coordinate system is used throughout, such that 
the customary rules of cartesian tensors will apply. Some of the more fine points of 
definition and usage so vital to a more general work on the kinematics of vorticity are 
given in a most desirable fashion in Chapters 4 and 2 of a paper by Truesdell [65]. 


To illustrate this point, the terms curve, surface, and region imply sufficient 
smoothness such that the standard existence and uniqueness theorems for the Dirichlet 
problem, for example, hold for the usual class of boundary values. In view of this, a 
surface will possess a continuously turning tangent plane and a curve a continuously 
turning tangent. This may not be the case upon a set of surface measure zero or linear 
measure zero for the cases of surfaces and curves respectively, but such singularities may 
be justly disregarded when considering line or surface integrals and avoided when consi- 
dering differential equations which require greater regularity. More accurate definitions 
of smoothness and regularity are available in the literature on mathematical analysis 
but sufficient discussion has been given here for our purposes. 
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Specifice nomenclature is introduced as the terms appear. Although both vector 
and tensor notation is used throughout this work, an attempt is made at uniformity where 
possible with convenience paramount. An attempt is also made to use standard nomen- 
clature existing in the literature throughout. It is to be noted that the differential equations 
to be solved in the various analyses of this paper are summarized in Chapter 10, Table VI, 
in standard form. Due to the previously mentioned assumptions of regularity of the 
functions the well-known existence and uniqueness theorems of classical analysis can be 
applied. We will not attempt to discuss these theorems as they are applied to the equations 
of Table VI at this time, for they are standard enough to be generally available in classical 


theory. 
1.0 The Equations of Hydrodynamies. 


4.4 The Equations of Classical Hydrodynamics. 


The purpose of this introductory chapter is to present a brief summary of the 
general equations of hydrodynamics. In particular, those equations which will be of 
significant interest in this work will be cited for illustrative purposes. 

The continuity equations for the cases of incompressible and compressible fluids 
are given respectively by: 

(1. 1. 4, 2) U, = 0, O1 22 (eU,),; = 0 (i, k = 4; 2, 3; T, Y, 2), 
where U, = (u, v, w) is the velocity vector, u(z, y, 2, t), v(z,y,2,1), w(x, y,2,t) are 
the velocity components at a point M(z, y,z) at time t, o(z, %, 2, t) is the density and 
cartesian tensor notation is utilized. The general equation of motion for a fluid may be 
written as follows: 

(1.1.3) e(U,,+ U,U,,)=eF + Pu 
where p,; is the stress tensor and F; are the components X, Y,Z of the external force 
F(M,t) acting on the fluid per unit mass. 

For an incompressible viscous Newtonian fluid the following stress tensor was 
developed by Navier [39]:') 

(1.1.4) Pu = — Pu + 2u &u, 
where p is the pressure on the fluid, ö,, is the standard Kronecker delta symbol, u is the 
coefficient of shear viscosity assumed constant and e,; is the strain rate tensor defined as 
follows: 


(1.1.5) e,;=3(U,,+ U, 
The equation of motion becomes, using equations (1. 1.1, 3, 4): 
(1.1.6) o(U;, + U, U, ,) = oF,— Pi + uU; ;. 


For a compressible viscous Newtonian fluid the following stress tensor was developed by 
Poisson [41] and Stokes [51]: 


(1.1.7) Pu = —Pöyt+ Aemdı + 2 us, 
where A and „ are the two coefficients of viscosity. Using the Stokes relaiicn given by: 
(1.1.8) 3i+2u=(, 


and equation (1.1.7), the equation of motion becomes: 
(1.1.9) e(U,, + U, U, ,) m er, —p,; —$ (uU; si + [u(U;, + U,.)];» 





1) Numbers in brackets refer to the bibliography which will appear at the end of part II of the paper. 
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for . not assumed to be constant, and: 

(1. 4. 10) o(U;, % U, U,,) Ei eF;,—p,; + ull;, +4 (U,.).l» 
for . assumed constant. 

For a compressible perfect fluid the energy equation isgenerally given as follows [23]: 

(1.4.11) eC,(T,+U,T)=®+(p.+ U,p,)+ (KT, ).; 
where 7 is the temperature, X is the thermal conductivity, C, is the specific heat at 
constant pressure assumed constant in (4.1.11) and © is the dissipation function. The 
general expression for ® is given by: 

(1. 1. 12) = Pij£i,- 
For a compressible Newtonian fluid, this becomes: 

(1.1.13) D= ud, +27, +20, + (w, +20,” +(u,+ w,? 

| +0, +uP—3(w+0,+%,)l. 

The corresponding equations for incompressible flow can be obtained directly from 
equations (1.4.41) and (1.1. 13). 


1.2 The Equations of Motion for a Non-Newtonian Fluid. 


There are many fluids which do not obey Newton’s linear stress-strain relation. Such 
fluids are generally referred to as Non-Newtonian. The purpose of this section is to present 
some representative equations of motion for these fluids for illustrative purposes. 

Boussinesq’s [11] generalized stress tensor for a Non-Newtonian viscous com- 
pressible fluid is given by: 

(1. iR 1) Pi = — pöj; En At Ö E= 2 ue;; + 2(A — C) (Ei: ©; + Ex) 
where ®;,; is the vortieity given by: 

(1.2. 2) 0,=3(U,—U,,), 

A,B,C, D, E are second order coefficients of viscosity not specified in form and /, is 
one of the principal invariants of e,,. 

Reiner [45] developed the following expression for the viscous stresses in an iso- 
tropic compressible fluid: 

(1.2.3) Pa = — Pöy + Fed + Fıes + Face, 
where F,, F, and F, are any functions of the invariants of &,, /,, 1a I;. 

Rivlin [49] developed an analogous equation for the incompressible case as follows: 

(1.2. 4) Pu = —Pöy+ Fıes + Freuen, 


where F, and F, are now just functions of /, and /, and the term F,ö,,;has been incorporated 
into the arbitrary pressure term — pö,,. 


1.3 The Magneto-Hydrodynamic Equations of Motion. 


The electromagnetic phenomena are often described by the modified Navier- 
Stokes equations developed by Batchelor [7], Chandrasekhar [13] and v. Krzywoblocki 
[34]. For incompressible flow, the resultant equations are, in vector notation: 


(4.3.1) U,+(U-grad) U= og, E + üj x H)— o*gradp + »V®U, 
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where H is the magnetic field strength at the point considered, E is the electric field 
strength, 0, is the excess charge density, « is the magnetic permeability, » is the kinematie 


coefficient of viscosity and jis the current. Using the magneto-hydrodynamic approxi- 
mation of Batchelor and Chandrasekhar for incompressible fluids, Batchelor’s general 


equation for H and the solenoidal property of vectors H and U, the following system is 









obtained: 
(1.3.2) U,+(U,U,—kh)ı=—eop+3%o |h ),: + vU;;, 
(1.3.3) hy, +(h,U, — U;h,),x fr LA 
(1.3.4.5) h= [äl4re)-"]"H, A= (4250)-:, 





where o is the conductivity of the fluid. 






1.4 Equations of Gas Dynamics. 
Assuming a steady, inviscid motion with no external forces, the Euler equations 
and the continuity equation can be combined into one relation in terms of the veloecity 
potential and the speed of sound, a. For an irrotational compressible flow, the familiar non- 
linear potential equation is given by [23]: 
(1.4.1) M—a”9,]9,+M1—a”0d,]d „+M—a”9%] 0, 
—2a”8,9,d,„ —2a”®,D,D.—2a”0 ,D9,d „=, 











where the velocity potential function ® is defined in the usual manner as follows: 
(1.4.2) U=6.. 
For incompressible flow a—> oo and equation (1.4.1) reduces to the standard Laplace | 


equation given by: 







(1.4.3) vV9=-®.,.+9,,+P9. =. 
The stream function equation is of the same structure and will not be treated separately 
in this work. | 





It is necessary to point out that the contents of chapter 1 is not intended to con- 
stitute a complete historical survey of the available literature on the subjects in question, 
but rather to present the equations of interest in this paper in some logical sequence. 










2.0. Historical Outline of the Problem of Superposability. 





In order to solve the nonlinear equations of motion of a viscous incompressible 
Newtonian fluid Stokes neglected the nonlinear inertia terms for the case of very small 
Reynold’s numbers. Oseen refined this analysis using the method of successive approxi- 
mations. In either event analyses are quite approximate and are valid only for slow 
motion. Details of these analyses are available in references [51, 40, 14]. Kampe de Feriet 
[18, 19] took a big step forward by indicating the necessary and sufficient condition that 

. the nonlinear terms vanish and then solving exactly the resultant system both for steady 
and nonsteady plane motion. Berker [8] extended the work of Kampe de Feriet beyond 
the case of plane motion. 

Frequently in the literature, use is made of the fact that two or more distinct 
motions are linearly superposable. This is done with often nothing more than a statement - 
to the effect of assuming the validity of such a superposition such as is found in the 
work of Rankine. Lamb’s book utilizes the concept of superposability often without 

making mention of it, one such example appearing in its discussion of Oseen’s work [36]. 
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The subject of superposability has been investigated by such authors as Ballabh 
[16], Strang [52, 53], Ergun [16, 17] and Prakash [42, 43, 44], for the case of an in- 
compressible viscous Newtonian fluid. The initial work was done by Ballabh in 1940 and 
later refined and extended by Strang, Ergun, Prakash, Truesdell [65] and Ballabh himself. 
A summary of the superposability and self-superposability conditions proposed by these 
authors is given in Table I of Chapter 4. Since the descriptive definition of superposability 
is standard throughout the works of the above authors and the analyses of this paper it 
will be summarized here as follows. 


Let U, = (u,, d1, wı), U, = (u,, t,, w) be two solutions of the hydrodynamie 
equations of motion of a viscous homogeneous incompressible Newtonian fluid given by: 


D 0 


Dt 
eorresponding to given, but not necessarily the same external forces, initial condi- 
tions, boundaries and boundary conditions. Let p,, ?z be the corresponding pressures, 
F,= (X,Y1 21), Fa = (X, Y2,Z,) the corresponding external forcesando"Vp=\VP. 
The two solutions are said to be superposable if a pressure function P, + P,+n can be 
determined so that the fluid moves with the velocity U, + U, under the external forces 
F,+ F, and the pressure function P, + P,;, + x with the necessary modification in the 
initial and boundary conditions. 

Applications of the concept of superposability were sought by the beforementioned 
authors by means of utilizing the given conditions to construct superposable and self- 
superposable motions or by utilizing the self-superposability condition to associate with 
the original system of equations a system which could be solved rigorousiy. Some 
representative examples of these applications are available in Table II of Chapter 4. 


The treatment of the subject of superposability to date seems to lack uniformity 
of approach and of definition a fact which is made clear by Tables I and II of Chapter 4. 
The primary purpose of this paper is to approach the subject in an orderly and quite 
general fashion. In this manner, basic definitions are established for the physical case 
previously considered and extended to additional hydrodynamic equations. Applications 
can also be sought in a most general fashion and such basic questions as overspecified 
systems and the formal philosophy of the subject investigated. 


3.0 General Construetional Philosophy of Superposability. 


3.1 General Remarks. 


Prior to developing any explicit expressions for superposability and self-super- 
posability in this paper or defining them rigorously for that matter, it would be highly 
desirable to consider the general formal (constructional) philosophy of the problem. Let 
us begin by noting that our problem is restrieted basically to the equations of hydro- 
dynamics. This consists in general of a system of equations, one of which is a vector 
equation given by the equation of momentum or motion, and the remainder are scalar 
equations given by the energy and continuity equations and the equation of state. In 
general, the vector and scalar quantities may be functions of position, x, y, z and time 1. 


A typical nonlinear term in the vector equation of motion is characterized by the 
following form: 


(3.4.4) (ABU,V ,WiZ)), ieı, 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 3/4 





146 Gold u. Krzywoblocki, On Superposability and Self-Superposability Conditions. I. 


where U,, V,, W, and Z, are vector quantities and A, B are scalar quantities indicating 
that we can theoretically have any finite number of scalar multipliers. Note that this 
term is a first order tensor. A typical nonlinear term in any of the scalar equations is 
characterized by the following form: 


(3.1.2) (ABU VW): 


This term is just a scalar function or a tensor of order zero. More specifically, we can 
illustrate the above by considering the left hand sides of the equations of motion and 
energy for a compressible fluid and introducing the continuity equation into both in 
the following manner: 


The left hand side of the equation of motion is given by: 
(3.1. 3) oU,,.+ oeU,U,,- 
The continuity equation for a compressible flow is: 
(3.1.4) 0, + (eV,),=0. 
Multiplying equation (3. 1.4) by U, and adding the result to equation (3. 1. 3), we obtain: 
(3.1.5) (eU;). + (eV; U, ),;- 


The nonlinear veloeity term (oU,U,),; is of the general form given by equation (3. 1. 1) 
where o is a scalar function. In a similar manner, the left hand side of the energy 
equation is: 

(3.1. 6) oC,T,+ eC,U;T,, 
where C', is assumed constant. 


Multiplying equation (3.1.4) by C,T and adding the result to equation (3. 1. 6) 
we obtain: 


(3. 1. 7) (oC, T),. y (eC, U, T),.- 


The term (oC,U,T),; is of the general form given by equation (3. 1. 2) where o, C,and T 
are scalar quantities. 

In linearizing the equation of motion by introducing the self-superposability con- 
dition, we in general have essentially replaced the nonlinear term (a second order tensor) 
by a scalar function of x, y,z, t. The scalar function being a tensor of order zero, we 
note that this substitution has been accomplished by means of a reduction in the order 
of the tensor representing the nonlinear term by two. One might suspect that this is the 
underlying philosophy for the application of the concept of superposability in linearizing 
the hydrodynamic equations. In accordance with this, the linearizing of a scalar equation 
would be accomplished using superposability by reducing by two the order of the tensor 
representing its nonlinear term. The only scalar equation so considered is the potential 
equation which is investigated in Chapter 9. In the basic philosophy of tensor calculus, 
a scalar quantity is independent of the coordinate system used and is therefore an in- 
variant. The scalar quantity is of order zero by definition and there is no means of 
distinguishing between the various types of scalar functions for example when the number 
of independent variables is reduced; or we have a scalar constant. It will therefore be 
necessary to define subclassifications of the tensor of order zero. As previously mentioned, 
we operate in general in the z, y, z, t space. We will therefore define the scalar function 
n (x, Y, 2, £) to be of order 0—1, any function x with the number of independent variables 
reduced to be of order 0—2 and the constant x to be of order 0—3. In this manner, the 
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vector equations were linearized by reducing the order of the tensor representing the 
nonlinear velocity terms by two, from second order to order 0—1 and the scalar equations 
similarly from order 0—1 to 0—3. 


The above discussion is restricted to one of the formal (constructional) philosophy 
of the subject. Intuitively it is suspected that from an analytical viewpoint, the whole 
problem of linearization might be approached by way of a group transformation from a 
domain of nonlinearity to one of linearity. The thought is suggested by the work of 
Morgan [38] where the theory of group transformation was applied to the reduction of 
the number of independent variables in a differential equation by one, conceivably from 
a partial to ordinary domain. It is beyond the scope of the present work to consider such 
fundamental questions and the reader is left with the idea of such a possibility. 


3.2 The Superposability and Self-SuperposabilitY Conditions. 


In developing the definitions of superposability and self-superposability for the 
equations of motion, it is assumed that all properties of the flow are additive except the 
pressure through which we introduce the scalar function x(z, y, z, t). This function in 
turn accounts for the physical and mathematical nonlinearity in the analysis. 


Although we will later define the conditions of superposability and self-super- 
posability quite rigorously and develop these conditions for various differential equations 
the following general observations are made at this time. The underlying formal philosophy 
is to associate with each nonlinear term in the equation of motion a scalar function 
x(z, y, z, t). This is accomplished basically by using the property mentioned at the outset, 
of this section. In the course of the equations of motion to be considered, it will be shown 
that the self-superposability condition takes on the following form: 


(3.2.4) a = — (2” — 2) (nonlinear term), 


where the superscript n identifies the particular nonlinear term which may contain any 
number of the variables being considered and m is the sum of the exponents of the variable 
quantities in the term. The number m may be a positive or negative integer, zero or a 
positive or negative rational number to list the more important part of its range of 
definition. Note that for a linear quantity in the equation of motion m would be one and 
equation (3. 2. 4) would vanish showing the consistency of the equation as x need not be 
introduced for a linear term. 


It is interesting to observe that if the nonlinear term consists of a fraction whose 
numerator is one degree higher in the combined variables than the denominator, then 
m = 1 also. Such a term is referred to as a pseudo-linear term, for although we can associate 
a function with it through the superposability condition, the self-superposability condition 
will fail since equation (3. 2. 1) vanishes. This point is illustrated in the following example: 


Let A, B and C be variable quantities of the flow. The term AB/C by the above 
definition has the value m = 1 associated with it. Introducing the two assumed solutions 
of the given equation denoted by the single and double primes respectively and the 
solution given by their sums, subtracting the latter resultant equation from the sum of 
the first two in the established manner, we obtain the following terms in the super- 
posability equation associated with the function x introduced via the pressure from the 
quantity AB/C: 


A' B'/C' + A’ BIC" Ri;; (A' + A") (B' rn B’)C' + ce). 
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For self-superposability: 











and these terms reduce to: 
2AB/C—2AB/C =. 






It is, therefore, impossible to apply self-superposability to a pseudo-linear term. Although 
one could theoretically multiply the given equation through by the denominator of such 
a term, in the above example given by the quantity C, thereby avoiding the value m = 1, 
the given equation of motion would possibly become overly complex by thus making 
many of the linear terms nonlinear. Further difficulties can be encountered when the 
stress tensor is expressed in terms of some general functions of the velocity. This is 
investigated in greater detail later in this paper where such stress tensors are encountered, 
as in the analysis of Rivlin’s and Reiner’s equations. 














4.0 The Superposability Condition for Incompressible Newtonian Fluids. 
4.4 A Closer Inspection of the Work of Previous Authors on the Concept of Super- 





posability. 






In Chapter 2, the fundamental conditions of superposability as set down by such 
writers as Ballabh and Strang were presented. One of the most critical requirements that 
any subject must have is that its fundamental definitions be accurately and completely ” 
prescribed and that its basic development be well ordered and rigorous. This is parti- 
cularly true for a subject such as superposability in fluid dynamics which is still very ” 
much in its infancy. For this reason, the fundamental definitions set down in Chapter 
2 must be carefully examined. 

To begin with, there seem to exist certain inconsistencies in the statement of the F 
basic definitions and their usage. These inconsistencies have been suggested in Chapter | 
2 and are included in Tables I and II of the next section. 

















4.2 The Superposability Condition. 


Beginning with the initial definition of superposability developed by Ballabh as 
follows: 


(4. 2. 1) — VYa= V(U,- U,)—U,x(V x U)—U,x(V xU,), 






introduce the following identity: i 
(4.2.2) V(U, U,)=U,x(V xU,)+(U, V)U,+U,x(V xU)+HU, V)U. ' 
Equation (4. 2.1) becomes: 








(4. 2. 3) — Ya=(U,:V)U,+(U, V)U,. 
For self-superposability U, = U,= U and equation (4. 2.3) becomes: 
(4. 2. 4) — Yn=2(U-V)U. 






Since the development of equations (4. 2. 3) and (4. 2. 4) in cartesian tensor notation 
will be of great use in deriving analogous conditions for other types of hydrodynamie 
equations, let us digress to make this development. 

Beginning with the equations of motion in tensor notation: 


(A. 2. 5) U;, - U, U; ; = F,— ep; + U; y; 
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introdueing the solutions (U’, P’), (U’”, P'') and (U’ + U’, P' + P' + rn) into equation 
(4.2.5), with superposability defined as in the paragraph of equation (2. 0. 1), we obtain: 


(4. 2. 6) U.+ U,U,=F— Pit Vs: 
(4. 2. 7) Un + U U,=F’— Pi + vV;y, 
(4. 2. 8) (+ U) + U; + U)(U + U), 
= (FH +F/)—(P+P"+a), + vll; + Ui). 
Subtraet equation (4. 2. 8) from the sum of equations (4. 2.6) and (4. 2.7) giving: 
(4.2. 9) —2,=U,U;,+ U; U;,. 


The necessary and sufficient condition for superposability is that equation (4. 2. 9) deter- 
mine a scalar function z(z, y, z,t)?2). If U’=U'=U equation (4.2.9) becomes the 
self-superposability condition: 


(4. 2. 10) — 2, = 2U,U,,. 


Observe that equation (4. 2. 9) is identical to equation (4. 2.3) and equation (4. 2. 10) is 
identical to (4. 2.4). Note that equations (4.2.9) and (4. 2. 10) are assumed as the only 
definitions of superposability and self-superposability in this work for the incompressible 
Newtonian equation of motion. 

The first advantage of the above definition is immediately apparent when one 
notices that the self-superposability condition given by equation (4. 2. 10) is just the 
nonlinear term in the equation of motion (4. 2.5). The nonlinear term U,U,, can now 
be replaced by — %,; the gradient of an arbitrary scalar function of x, %, z, t which 
satisfies equation (4. 2. 10). It is no longer necessary to include a function of the veloeity 
itself in the definition of superposability such as was necessary when introducing x in the 
analyses of Ballabh and Strang and in the same token, it no longer becomes necessary to 
rewrite the equations of motion as in the analysis of Ergun where H is also dependent 
on the velocity, so as to obtain the nonlinear term in the form of the self-superposability 
condition. It is apparent then that the definition of this paper provides a more direct 
way of handling the question of superposability. 


The problem of solving the given nonlinear equations of motion in the general case 
can now be considered in a somewhat more systematic generalized manner. The question 
of solving these equations will now be handled from a general viewpoint wherein such 
questions as overspecified systems and solving derived equations can also be included as 
opposed to selected particular solutions similar to those of Table II. In this way, the 
given problem will be outlined in a very fundamental manner. The problem reduces to 
solving the following system of three equations: 


(4. 2. 11) U,—3n,=F,—P,+vVy: 
(4. 2. 12) U,=0, 


and equation (4. 2. 10) for the unknowns U, P, and x. A systematic general approach to 
this solution is given in Table III of this chapter. 

Introdueing the pressure function P’ + P’” + rin the given manner suggests that 
when considering additional nonlinear terms, as for example appear in the non-Newtonian 
stress tensor, a corresponding scalar function x can be introduced for each such nonlinear 


2) See Appendix A for additional discussion and analysis. 
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Table I. 


Table of Superposable and Self-Superposable Conditions. 


term resulting in an additional equation for the added x. As will be noted in Chapter 
5, introducing three such nonlinear terms is handled by using the pressure function 
of the form P'+P"+n+n +79 +7® which results in the three added con- 
ditions of superposability in terms of rn, x9, x. This technique will be considered in 
greater detail later in this paper. 


It may be noted that the technique set forth in this section, utilizing tensor notation, 
prescribes a definite procedure which will be utilized in extending the concept of super- 
posability to other hydrodynamic equations. This then is a second and quite important 
advantage obtained from the definition and technique of obtaining said definition used 
in this work. 






















Author 
[References] 


Superposable Conditions 





Self-Superposable Conditions 





Ballabh 
[1] 















(1) — Va= V(U-Ur)— U'x 
(V X U") © U"'x (V X U’). 

Eliminating x from (1) by differentia- 

tion, assuming that n,, =n,;: 


0 0 
(2a) dy [A] = 22 [2], 


0) 
ab, [BI= 5 ICh, 


0 


(2c) Fr [C]) = ni [A], where: 


A= (wına + Wen) — (la + Wlı), 
B= (uf, + uslı) — (wid, + weßı), 
C= (v8, + vb) — (ung + Wnı), 
and the vorticity components £, n, & 
are given by: 

Een Nu — Us 
=v,—Uuy. 

Introducing a perfect differential dx 
into (2) a third condition is obtained: 
8) Vg=—U'x(Vx U) 

— U'’x(VxUD'). 





From superposable condition (2): 
0) 0 

da) z, un )= 5, Wu), 
0) 0) 

(1 b) 0z (uf em w£) x y (vE FR un), 


0 
(1e) 2 (vE — un) = a (un — v£). 


Introdueing perfect differential dx: 
(2) Vx=— Ux(AxU). 











[53] 













(1) — Va= V(U'-U")— U'’x 
(Vx UN) — U'"x(VxUD). 
Introdueing: V x= V (U’- U") + Van: 
2) Vy=U'x(Vx U”) 

+ U"x(Vx U). 





1) Vx= UxX(VxD). 


Equation (1) is obtained from super- 


posability condition (2) with the con- 
stant two being absorbed into y. 











[16, 17] 






(1) — Va= V(U'-U"r)— U’x 
(Vx Ur)— U"x(VxU). 
(2) Vy=U'x(Vx U") + 
U'"x(VxU'). 

Both conditions are identical to 





(1) Vx= Ux(VxU). 


VxVı=0=Vx 
[Ux(Vx D)], 


assuming: Ku Fl: 








Strang’s. 























Ballat 
[4] 
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Author 
[References] 


Superposable Conditions Self-Superposable Conditions 





Prakash 
[42, 43, 44] 


For two dimensional flow: 
1) Zw. +uX,=0. 


For two dimensional flow condition (2) 
of Ballabh reduces to, using the equa- 
tion of continuity: 


(1) u lg >: uglı,z Ty 
+ vgZı,y =. 


v62,y 





Truesdell 
[65] 


(1) eurl(W, x U, + W,x U) =0. 
W is the vorticity vector given by 
W= curl U. This is identical to the 
equations obtained by taking the curl 
of Ballabh’s equation (3) and Strang’s 
equation (2). 


(1) eul (Wx D=0. 





v.Krzywoblocki 


and 
Gold 





1) a, = U; + UUi,;, 

this is identical to above equation: 

— Vn= V(U'-U")— U'x 
(Vx U")— U"x(VxU'). 


(1) Re 2U, U;;: 





Table 11. 


Some Illustrative Methods of Solving the Various Systems of Equations Associated with 
Equation (2.0.4), As Put forth by Ballabh, Strang, Ergun and Prakash. 


Terminology: The components of vortieity are given by: E=w,—v,,n=u,—W,, 
{=v,—u,; symbols $, SS, C, M refer to superposability, self-superposability, conti- 


nuity and momentum equations respectively. 





Author 
[References] 


Analysis 





Ballabh 
[1] 


Ballabh 
[4] 





le Bit a (8 


where the terms are defined in Table I. Equations (1) are identically 
satisfied if either: 
(2a) &, = Au, m = Avı, &ı = Au; & = Aug, Na Aug, I, = Aus; 
(2b) &,= Au, 92 = At, Ca Aw; & = Agug Mr Ayty 1 Ayla; 
where A, A,, A, may be functions of z,y,2 and t. 
S: — Vr= V(U'-U”)— U'x(Vx U”)— U"x(VxU'). 
For superposable motions of the type (2) the nonlinear terms in equation 
(3) vanish identically thereby determining rn as follows: 
a = — (U’. U'') o, no additive constant being necessary since x vanishes 
when either ”’=0, U’ =. 
M: vW;,4# = W;,., where W; is the vortieity vector with components 
&,n,&. Equations (5) are solved for self-superposable motions of the type 
(2a) where A is independent of z,y,z, and the results discussed from a boun- 
dary value point of view and a generalization of the Bernoulli theorem. 
8S: V=— Ux(VxU). 
For two dimensional motion this becomes: 
85: ul +v,=0. 
C: us +0,=0. 


(3) 


(4) 
(5) 
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Author 
[References] 






Analysis 





Ballabh 
[4] 


Ballabh 
[5] 


Ballabh 
[6] 


Strang 
[52] 


Strang 
[53] 


Ergun 
[16] 





() M:Lı=vV%. 
Equations (7), (8), and (9) are solved simultaneously for u and v by 
separately treating the cases where £ is independent of x and y, where { 
depends on one of x and y, and where £ depends on both x and y. Much 
of Kamp6 de Feriet’s results are obtained here. 
Let (u,, v,,0) be an irrotational motion, (u,, v,, 0) a rotational steady 
motion. u,,®, must be independent of z. Assuming two dimensional 
motion: 

(10) S: ullg,z + viözy—= 0, 

(11) M: ul, + vlay=0. 
Continuity is identically satisfied by introducing the stream function y. 
Equations (10) and (11) are solved simultaneously for various special cases. 
For two dimensional flow in general: 

(12) $: urle,z + vıday+ ualı,z + elıy =. 
Introdueing Y,, y, equation (12) becomes: 


, lyı, do) (Ya, £1) u 
Ey + Harn) 
(14) M: I. + det tıdıy = vV?®lı- 
Using the stream function y, equations (13) and (14) are solved simul- 
taneously for various combinations of rotational and irrotational flows. 
(15) 8S: Ux(Vx U)= Vyx, and in particular when Vy=0, 
(16) 8S$S: VXxU=JU. 
0) 


(17a) M: ua — ad = Fr (x—x)- 


(17b) M: av» + Qu= - (x—x)- 


(17c6) M: au = 2 (g x’), where y’= po"! +3 U®+V, 








V is the force potential and «& is the operator: 


«= In — ve) 
(18) C: u, +v, + w,.=0. 
System (16) and (17) is then solved simultaneously in a very clever 
fashion where the motion reduces to a plane motion and y is then used. 
(19) $S: Vy= U'x(Vx U") + U"x(VxU'). 
(20) 8S$: Vx= Ux(VxU). 
(21) C: u, +v,+w.=0. 
Strang considers various special problems using the corresponding equa- 
tion of motion and equations (19) or (20) and (21). For example: 
(a) VxU=-4,0', VxU"=- AU, 
(b) VXU=AU, 
(c) Self-superposable and plane motions in general. 
(22) $: Vy= UX(Vx UN + U"X(Vx UN), u u- 
Ergun specifies various forms of the motion U’, solves for a second motion 
U'' using the particular equation of motion, continuity and (22) simul- 
taneously. 
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Author 


[References] Analysis 





Ergun (23) M: U,— Ux(VxU) +HıVx(VxUD)=—VH, 

[17] H=pe!+2+3U%. 

(24) SS: Vx= Ux(VxDUÜ). 
Operating on equations (23) and (24) by V: 

(235) VXx[Ux(VxU)]=0, 

(6) Vx Un +vVx[Vx(VxDO)J=0. 
Introducing y, equations (25) and (26) are solved simultaneously for 
various cases. H and p are then obtained from equations (23). 

Prakash Assuming two dimensional motion: 

[43] (27) S: ulög,. + vıöay + uglı,. + ulıy = 0. 

(28) M: (u n +® 5 -+v°) = 
Introducing y, equations (27) and (28) are solved simultaneously for the 
special cases of a source, sink and doublet. 

(29) M: (= +u 


2 
5 ur’ + Vi)2=0, 


assuming two dimensional motion. 
(30) S: urle,z + vıla,y+ ualı + Velıy UV. 
Adding the following orthogonality condition: 
(31) u, +0v,%= 0, 
and considering the special motions (u,, 0), (0, v,) along with continuity, 
this system is solved simultaneously for various flows. 


Prakash 


[44] +Vv 


Prakash 
[42] 


(32a) S: 35 (us + ucı) + ie (nd: + x) = (0), for two dimensional 


motion. 
(32b) SS: ul,.+ vd y=0. 
(32c) S: V?y= f(y), since {= V?y. 


(33) M: (4 -+v') Vıy=0. 





0) 
Considering f(y) = ky in (32c), this system is analyzed and discussed. 





Table III. 
Proposed Techniques of Solution of System (4. 2. 10), (4. 2. 11), (4. 2. 12). 





(4.2.10) 88: | —n,= 2U;,U;, 
(4.2.11) M: Uu—Inı= FR—Pı+vU.s 
(4.2.12) C: U;;=0 Symbols SS, M,C defined in Table 11. 





General Notes: 
Concerning liquids in general, one can distinguish three kinds of liquids as follows: 
(i) Strietly incompressible liquids; for such liquids, the equation of state has the form: 0 = 0, = constant, 
and the pressure function is completely independent of the temperature function; 
(i) Liquids whose equation of state has the general form f(p,o, T) = 0 or f,(p,0) = 0 and /,(, T)= 0, 
but for which, for the sake of simplieity, one can assume that the density is constant and consequently 
the equation of state reduces to the form: f(p, T) = 0; 
(ii) Liquids for which the full equation of state must be considered: /(p,o, 7) = 0. Such liquids should be 
treated as compressible media (gases). 
Concerning gases, they are always compressible. 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 8/4 20 





Gold u. Krzywoblocki, On Superposability and Self-Superposability Conditions. TI. 


As a result of the above outline, the following observations are made: 

(1) For strietly incompressible liquids, the system of three equations (momentum, continuity and 
energy), is suffieient to determine uniquely the three unknowns U, p and T. 

(2) In case (ii) above, we have more equations than unknowns such that the system is initially over- 
specified. 

(3) In case (iii) above, with the condition that o + constant, the system is again determinate. 

In the following discussion, ease (i) will be used. 

Techniques of Solution: 

(a) n(z, y,2,t) not given, but arbitrary: 

(1) In the cases where the stream function p(z, y,2,#) can be introduced take the curl of equations 
(4. 2.10,11) and solve the resultant equations for y. x can then be obtained from equation (4. 2, 
10)and P from equation (4. 2. 11). Equation (4. 2. 12) is identically satisfied using y. 

(2) When % cannot be introduced, equation (4. 2. 12) and the curl of (4. 2. 10, 11) form an overspecitfied 
system of three equations in the one unknown U. Special solutions of such a system can be obtained 
by inspection as was noted in Table II for specific cases but for the general theory of solutions one 
must refer to the literature on overspeeified systems which will be discussed in a later chapter. 
Knowing U, r is obtainable from equation (4. 2.10) and P from equation (4. 2.11). 

(3) An alternative proposition to (2) is as follows: when y cannot be introduced, a theoretically possible 
overspecified system in the unknown U is obtained from equations (4. 2. 12) and curl of (4. 2. 10). 
Equation (4.2.10) remains nonlinear, however, after the operation, consequently this mode of 
solution is definitely not inferior to that of (2). 

(b) z(z, y,2,t) given: 

(1) When % can be introduced, solve the nonlinear equation (4. 2. 10) for y and obtain P from equation 
(4.2.11), knowing n. 

(2) When % cannot be introduced, an overspecified system is obtained from equations (4. 2. 10) and 
(4. 2.12), the first of which is nonlinear. P is again obtained from equation (4. 2. 11), knowing a. 

This system can be solved in yet another way, as follows: 

(3) When % can be introduced, equations (4. 2. 10) and the curl of (4. 2. 11) represent an overspecified 
system in y. Note that (4. 2. 10) is nonlinear. 

(4) When % cannot be introduced, the problem of a double overspecified system is introduced with the 
need of satisfying (4.2.10), curl (4.2.11) and (4.2.12). This is obviously more complex than (2)above’ 

It is clear, however, that the nonlinear equation remains in methods (3) and (4) and adding 
an operation only complicates matters. Methods (1) and (2) are therefore more desireable. 
Additional notes: 

If we use the equation of state for a liquid given by 0 = constant, i. e., case (i) in the general notes, the 
above analysis is correct as it stands (independent of the energy equation). If, however, as is frequently done in 
various investigations of incompressible motions (Goldstein, for example), the equation of state for a perfect gas 
given by p=0oRT is used, i.e., case (ii) above, then the following. additional problem originally noted by 
v. Krzywoblocki is encountered: The energy equation given by equation (1.1.11) incompressible case must beadded 
to the original system of equations of momentum (4. 2. 5) and continuity (4. 2. 12), and along with the equation 
of state, we have an overspecified system of six equations and only five unknowns, o being constant. The application 
of self-superposability as outlined above would then have to be accordingly modified to include the equations of 
energy and state. For the sake of completeness one solution of the resultant system wil! be proposed as follows: 
Substitute the equation of state into the equation of motion thereby obtaining a system of three equations (SS, M 
and energy) in two unknowns U and T. Assuming % can be introduced satisfying continuity identically, we can 
caleulate it from the curl of equations (4. 2. 10, 11) for 7 will then vanish via the operation. x can be obtained from 
equation (4. 2.10) and 7 from the overspecified system (4. 2. 11) and energy. 

General remarks: j 

Summarizing, the following general conclusion can be made from the above table: When x is not given, 
we in general take the curl ofequations (4.2.10, 11), but may notavoid thenonlinearity in solving for U. The necessary 
- link previously mentioned between the equation operated on and the resultant equation is provided by first 
obtaining x from equation (4. 2.10) and using this value in the equation operated on, namely (4.2.11), to obtain P. 
If x is given there is apparently no way of avoiding the problem of solving a nonlinear equation. Having solved 
for U and P. under case (i) of the general notes, we can obtain the temperature from the energy equation since it 
is now just a linear equation in T. 

It is interesting to note, that if x is not given we may avoid the nonlinearity of the system (4.2.10, 12), 
curl (4.2.11), which has a solution when U = const., or when U is a linear funetion of (z,y,2). Some other pos 
sibilities may appear. Reasoning similar to th's may provide an ins’ght into an entire elass of funetions which 
represent the origin to the linear equations. 
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5.0 The Superposability Condition for Incompressible Non-Newtonian Fluids. 
5.1 Introduction. 


The purpose of this chapter is to develop analogous superposability conditions for 
some of the other hydrodynamic equations discussed in Chapter 1. The analysis will be 
based on the technique of this paper presented in Chapters 3 and 4. 


An inspection of the classical hydrodynamic equations of motion for an incom- 
pressible Newtonian fluid discussed in section 1. 1 indicates that for 7, u assumed constant 
and connected by the Stokes’ relation which is a reasonable assumption for an incom- 
pressible fluid, these equations reduce to the standard Navier-Stokes equations given by 
(1. 16). This equation was treated from the superposability point of view in Chapter 4. 
We shall therefore consider the superposability conditions for a non-Newtonian incom- 
pressible fluid based upon some of the equations given in section 1.2. 


5.2 Some General Observations. 


Let us begin by noting some of the general results of applying the concept of self- 
superposability to several of the non-Newtonian equations. Applying this concept to 
Boussinesq’s equation, given by (1. 2. 1), it is immediately obvious that the resultant linear 
equation for an incompressible flow would be exactly that of the previously linearized 
Navier-Stokes equations. In a similar manner, since the functions F, and F, are essentially 
nonlinear velocity terms, the Rivlin equation, given by (1.2.4), would reduce simply 
to an equation with only the one velocity term, U,, appearing. The equations referred 
to are the stress tensors developed by these authors and the resultant equations of motion 
can be obtained from (1. 1. 3). The technique for considering the nonlinear velocity terms 
introduced in the non-Newtonian stress tensor will be illustrated first by taking one such 
term in Boussinesq’s equation and developing the superposability and self-superposability 
conditions based on the technique outlined in the last chapter. Subsequently, these 
conditions will be developed for the more general case represented by Rivlin’s equation. 


5.3 Boussinesg’s Equation of Motion. 


Let us consider that part of Boussinesq’s equation formed by taking just one 
nonlinear term in the stress tensor. The stress tensor then becomes for an incompressible 
fluid, according to equation (1.2.1): 


(5. 3.4) Pa = — Ps + 2ue; + 2(A —C) (euw; + Eon), 


where A and C are second order coefficients of viscosity, not specified in form but assumed 
constant for an incompressible flow, and: 


(5. 3. 2) &,; = 3 (U, + U, u, =3 (U,,— U,.). 


The generalized equation of motion for a viscous fluid is given by equation (1.4.3) and 
can be written in the following form: 


(5. 3. 3) U,+ U,U,,=F,+ 0"'p4,4- 


Differentiating equation (5. 3. 1), expanding the tensors, collecting terms and substituting 
into equation (5. 3.3) the equation of motion becomes: 


(5. 8. 4) U;. + U, U,,; 


= — P; E= F, -+ vU;; En (A —— c) (U, U— U,u U, .- U,y U,,)» 
20* 
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where A and C are second order kinematic coefficients of viscosity, again assumed 
constant. Using the technique outlined in Chapter 4 introduce the solutions: (U’, P'), 


3 
(U’', P'') and (v +U'",P'+P'" +n+2 =). Note that a scalarfunction x has been 


n=1 
introduced for each nonlinear term in equation (5. 3. 4). The following system of equations 


results: 
(5.3.5) U;,+ U;U;, 
= — P, + Fi + vUjy+ (A— 0) (U, ,U4 — Uiyljı + Uuli)), 
(5.3.6) U,+ U, U; 
=— Pi + Fl + vll, + (A—CHU U Ui Ui + You ln, 
(5.3.7) (U; + U), + (U; + U) (U; + U), 


\ 


3 ie 
= — (? +P"+2+ Zam),+ (FH+F/)+HlU + U)y+(A— C): 
n=1 
(EU+ U), U+ U AUt UN) HU; + U Hr UNO UN),. 
Combining these three equations as follows: (5. 3.5) + (5. 3. 6) — (5. 3. 7), we obtain: 
3 206 a 
(5.3.8) — 2.—( z ="), - BUS, + UU,+(A—0- 


n=1 
U, U: — Uli t+ Viyljrt Yul;r— Ur, li; — UVry Vi): 


The superposability condition then requires that equation (5. 3. 8) determine the scalar 
functions z, i. e.: 


(5. 3. 9) —17,= UU;,+ U’ U, 

(5. 3. 10) wo P=(A— C)(U,,U, + UyVi), 
(5.3. 44) — 9 = (A —C) (U ,U;, + Uyl;.), 
(5. 3. 12) a) = (A—C) (U,,0,; + Vu Vr,)- 


Equation (5. 3. 9) is the superposability condition previously determined for an incom- 
pressible viscous Newtonian fluid (reference equation 4. 2.9)®). For U=U"=TUthe 
self-superposability condition is obtained as follows: 


(5. 3. 43) — 7, = 2U,U,, = — E®, 

(5. 3. 14) ad = AA— C)U,yU,, = E®, 
(5. 3. 15) — Pd =-UA— OU ,yU,=—E®, 
(5. 3. 46) a9 = 2A — C) U,yU,,; = E®. 


The equation of motion given by (5. 3. 4) is now associated with the following system of 
equations: 


3 
(5. 8 17a) U,.=—-P,+F+ „U;;+ +2 E”, 
(5. 3. 17b) FT = 2 U, U; 


(5. 3. 47e) aD - ER (n=14,2,3), 
(5. 3. 47d) U,=0. 


#) In a manner analogous to the previous discussion of section 4. 2 (see appendix A), the reader may find 
compatibility equations for the system in question similar to those previously mentioned. 
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Note that taking the curl of equation (5. 3. 17a) results in the same expression as was 
obtained in the last chapter when the curl of equation (4. 2. 11) was taken. The general 
solution of system (5.3.17) is considered in Table IV below. 

An alternate way of expressing the self-superposability condition for equation 
(5.3.8) is as follows. Introduce: 

3 
(5. 3. 18) R,= z EM. 
n=1 

Equation (5. 3. 18) takes the place of the three equations given by (5. 3. 17c) such that 
the system now has four equations instead of six. What is more significant, the self- 
superposability conditions defined in terms of the functions x” are now represented by 
one equation instead of three. The number of equations has been reduced, however the 
form of this lone equation is obviously far more complex than that of the original three. 
The solution of this system is also considered in Table IV. 


Table IV. 
Proposed Techniques of Solution of System (5.3.17) and System (5. 3. 17a, b, d), (5. 3. 18). 





System A System B 





3 
(9. 3: 17a) M: U;: + Pı = F; + vu; + ı P+ Em; (5. 3. 17a) 
n=1 


(5. 2. 17b) SS: — 2 U; U;; (5. =, 17b) 
6.3.1740) C: Uu=0; (5. 3. 17d) 


3 
(5.3. 176) SS: am= Em (n=1,2,3). (5.3.18) SS: Rı— & Em, 


n=1 








Terminology given on preceeding page. 
General Notes: 

The discussion on the equation of state noted both at the beginning and end of Table III applies to Table IV 
as well, since we are considering here an incompressible non-Newtonian motion. The general notations made in 
Table III apply here exactly while the illustrative solution given near the end of the table can be used here with 
very slight modification. 

Techniques of Solution: 

(a) n(z, y,2,t) and r{n)(z, y, 2, t) not given, but arbitrary: 

(1) When the stream function y(z, y, 2, t) can be introduced, for system A take the curl of equations 
(5.3. 17a, b, c) and solve the resulting multiply overspecified equations for y. The functions x 
can then be obtained from equations (5. 3. 17b, c) and P can be obtained from (5. 3. 17a). Equation 
(5.3.17d) is identically satisfied. System B is solved in exactly the same manner obtaining R 
from equation (5. 3. 18) after solving for y. There is no difference between the two systems in this 
case, except the degree’ of overspecification. 

(2) When % cannot be introduced, for system A equation (5. 3. 17d) and the curl of (5. 3. 17a, b, c) form 
an overspecified system in U. The available literature on overspecified and multiple overspecified 
systems will be discussed in a later chapter. Solving this system for U the functions x can be 
obtained from equations (5. 3. 17b, c) and P from equation (5. 3. 17a). Again it is easily seen that 
there is no difference between systems A and B, except in the degree of overspeecification. 

3) An alternative proposition to (2) is as follows: When % cannot be introduced, for system A a multiply 
overspecified system in U is obtained from equation (5. 3.17d) and the cur] of equations (5.3.17 b,c). 
Using system B, however, only a simply overspecified system is obtained from equations (5. 3. 17d) 
and curl (5. 3. 18). In either subcase the systems contain nonlinear equations and as a result case 
(3) is definitely not inferior to case (2). 

(b) (x, y, 2,8) and {n)(z, y, 2, t) given: 

(1) When % can be introduced, for system A the multiply overspecified nonlinear system of equations 
(5.3.17b, e) can theoretically be solved for y. P can then be obtained from equation (5.3.17a). The 
problem is simplified somewhat using system B since only the single but highly complex nonlinear 
equation (5. 3. 18) need be solved for y along with (5. 3. 17b). 
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(2) When % cannot be introduced, for system A an additional equation (5. 3. 17d)-is introduced into 
the already multiply overspecified system. For system B, adding equation (5. 3. 17d) makes the 
system overspecified along with equation (5. 3. 18). In either subcase, the systems are either quite 
complex in the nonlinearity or multiply overspecified and still nonlinear. 

Alternate possibilities of solving. case (b) are available in the same fashion as was noted in 
Table III under case (b) (3) and (4) by using the curl operator. The resulting systems again remain 
nonlinear and at times multiply overspecified so again nothing is gained by this approach. 


General Remarks: 
When r and x") are not specified, we can in general apply the curl to equation (5.3.17a, b, c)and solve forU 


not avoiding the nonlinearity. The necessary link between the equation operated on and the resultant equation is 
provided in first solving for x from equations (5. 3. 17c) or (5. 3. 18) and using this value to find P in equation 
(5. 3. 17a). If and z{) are given, there is apparently no way of avoiding the initial problem of solving a nonlinear 


equation. 

5.4 Rivlin’s Equation. 

Let us now consider the more general non-Newtonian incompressible equation as 
given by Rivlin and proceed along the lines outlined in section 5. 3. Rivlin’s stress tensor 
is given by equation (1.2.4) as follows: 

(5. 4. 1) Pu=—Pöu+ Fıesv + Freaen;, 
where F, and F, are any functions of /, and /,, two of the three principal invariants of 
&j, given by: 

(5. 4. 2) I, = 2ntm; 

(5. 4. 3) I, = EsE&uEo- 

F, and F, are essentially functions of U so that introducing the solütions U’, U’ and 
7’ + U" will be accomplished in the following manner: 

(5.4.44) Fi(U)=R, F(U”)=F/, F(U+UN)=G; 

(5. 4. 4b) F,(U)=F,, F,(U"’)=Fy, F(U’+U")=G,. 

Proceeding in the manner previously outlined, the equation of motion becomes: 

(5.4.5) U, + U,U,=FR—P,+to"F,U,+%o"F, (U, + U;) 

+4 o"F(U, 40; + Ua Uri + U, la, + Vin l;r 
+ U,,U,;+ Ur, U;,.) 
MM +4 eF,,(U;; U, Val; + U,0,; + Uul;,), 
where F, is now the external force per. unit mass. 


ve. £ 13 
Introducing the solutions (U’, P'), (U'', P''), (v +U", P+P"+Ia+2 a"), 


n=1 
in view of the fourteen nonlinear terms, and proceeding as before to eliminate P from 
the resultant three equations we obtain the following superposability condition: 
? 13 atı& MM f Ar 
(5. 4. 6) (2 2) = UV, + U’ U,,+(2o)"[U; „A — 61) 


n=1 i 


+ UF + 2) TA) + Vila) 
+ Yu; 6) + UrlP;—6,D1+ (40) TU, Urt: — 6,) 
+ U, UrlFE Go) — Uhl t+ rl) +: 
where the dots refer to similar groups of terms in the products: 
U,4 Urn Uy Up Un Yun Urn Van Ury U;n 
U,;: U, U, U;,n Ur; Url; 


the last four terms being associated with the quantities: Fa .n Fa Ga4- 
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For self-superposability: U" =U"’"=U, F = Mer’ BRzPrarravyi=ß,, 
F,(2U)=G, and equation (5.4.6) becomes: 


13 Er 
(5.4. 7yr ( P2 =) Eee 2U,U,, + (2o)""[2 U, 4(F, —G,)] 


n=1 i 


+ (20)"'[2 U; ;,(F,,; 6, ,) +2 U, ;(F,,; —G6,,)) 
+ (40) [2 U, ,U;4 (Fr 36) + °*'). 


It is signifieant to point out that if the form of the functions F, or F, is such that either 
ofthe parantheses (F, — G ıı (F},; —G,,))h etc., vanishes, the self-superposability condition 
may fail for the partieular term and consequently for the entire equation of motion. This 
is to say that if F\(U)=G, =F,(2U0) or F,(U) = 26, =2F,(2 U), ete., the self-super: 
posability equation may fail. If, for example, F, is ofthe form A/B in the variable velocity 
such that we would have FR, =A/B= G, —=F,(2U)= A/B. The term F,U,, in 
equation (5. 4.5) would be of the form U, A/B such that this term would be of the 
pseudo-linear type discussed in section 3. 2. It is interesting to note, however, that aside 
from the above mathematical consideration, it is a physical rarity that the velocity term 
would appear in the denominator of any term due to the resultant difficulty with the 
analysis of stagnation conditions. 


Note that F( U) and F(2U) = G are in general of the same structure. More speci- 
fically, if F consists of the standard operations such as addition, subtraction, multi- 
plication, division, raising to a power with the exponent independent of U, differentiation, 
integration, etc., then a self-superposability condition will exist in the form given by 
equation (3. 2. 4). A detailed mathematical investigation of the various class of functions 
will not be attempted, however, a short example will be noted to best illustrate the above 
points. Let us assume that our equation of motion contains products of functions which 
are nonlinear in U as follows: 


(5. 4. 8) Pi. + Buß. 


Proceeding in the established manner, the superposability equation would contain the 
following terms due to (5.4.8): 

(5.4.9) FiGi+ FG + FiGl' + Pr — (Fi + Fi) (Gi + 69) 

— (+) G+@)=— Fi — FG — RG —F/G,, 

assuming the given functions obey the distributive law, i.e., (FL + Fi) (Gi +6) 
=FiG| + FiG}’ + etc. For self-superposability (5. 4.9) would take on the form suggested 
by equation (3. 2.1), i.e., — 2F,G,—2F,G, depending on the specific form of F,G. 
Examples where this would not work is if F or G contained such quantities as e’ or L(U), 
where L is a nonlinear operator, at which time the operation illustrated in (5. 4. 9) might 
fail. Let it suffice, however, to note that in general, for the standard operations previously 
noted, the superposability and selt-superposability conditions can always be obtained for 
the given equation of motion using the established technique of this paper. 

In addition to the conclusion obtained above concerning the nature of the functions 
F, and F, the following results can be noted from the superposability and self-super- 
posability conditions given by equations (5.4.6) and (5. 4. 7) respectively: 

(1) Incompressible non-Newtonian equations which can be derived from Rivlin’s 
equation by specifying F, and F, have superposability and self-superposability conditions 
which can be obtained directly from equations (5. 4. 6) and (5. 4. 7) respectively, providing 
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that the functions F, and F, are such that these conditions exist as was noted in the 
previous section. This is easily verified for the portion of Boussinesq’s equation previously 
considered. 

(2) As Rivlin’s incompressible non-Newtonian stress tensor approaches the in- 
compressible Newtonian stress tensor given by the expression: p,; = — pö, + 2 uei;, the 
functions F, and F, approach the constant values 24 and O0 respectively such that 


F,(U)=F,2U)=G,=2u and F,(U)=F,(2U)=G,=0. Equations (5.4.6) and 
(5.4.7) reduce then to the conditions previously obtained given by equations (4. 2. 9) 
and (4. 2. 10). It can be shown, therefore, that as the more general incompressible non- 
Newtonian stress tensor given by Rivlin approaches the incompressible Newtonian stress 
tensor the superposability and self-superposability conditions for the first equation 
approach those of the latter. 

Having established superposability and self-superposability criterion for Rivlin’s 
equation, let us proceed once again to utilize the latter to form a system associated with 
Rivlin’s equation which can more easily be solved. Equation (5. 4. 5) is associated with 
the following system of equations (see equation (3. 2. 1)): 

- 13 

(3. 4. 10) U,—F,+P,=}4n,+(2”"— 2)" (z 2) ’ 

n=1 ‚’ 

(5. 4. 11a) n,=—2U,U,,, 

(5.411) D=— (AO RU, A GH], 

5.4.10) BP =— 2) [2U, (Pr, — Gy), 

(5.4.1149) MP = — (2 RU, — Guy), 


(5.4.10) AP = — (ao) "[2U,yU;ılr, — 26,)], 
etc., where the form of F,, F, determines the number of variable quantities in each non- 
linear term and therefore m. 

(5. 4. 12) U,;; = 0. 


The solutions to this system can now be discussed in a manner similar to that of 
Tables III and IV. A similar discussion concerning the equation of state will apply here 


also. Assume that the force F can be derived from a potential funetion 2 such that 
F=—V2. 

(a) x and x!” not given, but arbitrary: 

(1) When y can be introduced, taking the curl of equation (5. 4. 10) results in the 
following expression: 


(5. 4. 13) VXxU,.=). 
Since U; ,is a vector, the following identity can be used for expanding equation (5. 4. 13): 


curl F= V xF= — &yFf;r, 


where F is a vector function. Equation (5.4. 13) becomes: V x U, = — 2. U;u =. 
If we conclude that any solution U independent of t satisfies this equation, then U,, is 


itself zero which of course is meaningless in the original equation of motion. We can, - 


however, conclude from this equation and the vector identity: curl grad x = 0, where x 
is a scalar function, that U,, can also be represented by the gradient of some scalar 
function, say A as follows: U,,= A,. Applying self-superposability in this instance 





Usin; 
follov 
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implies only that after taking the curl of the resultant equation, the only remaining term 
can be replaced by the gradient of some scalar function along with curl (5.4. 11). x can 
be obtained in turn from equations (5.4. 11) and P from equation (5. 4. 10). Equation 
(5.4. 12) is identically satisfied. 

(2) When » cannot be introduced the overspecified system of equations (5. 4. 12), 
eurl (5.4. 11) and (5. 4. 13) must be solved for U with the same difficulty encountered 
asin the above discussion. 

(b) a and a” given: 

When »Y can or cannot be introduced the same general outline of Table IV applies 
with the result that the nonlinearity cannot be avoided. In any event, the same difficulty 
as encountered above applies here. 

Using Rivlin’s equation with the functions F, and F, unspecified we see from the 
above analysis that little, if anything, is gained from the application of self-super- 
posability in view of the discussion given after equation (5. 4. 13). This is of course due 
to the fact that the possible nonlinearity of these functions doesn’t leave enough in the 
equation after linearization to solve. When the functions F, and F, are specified in 
particular cases, one must seek to introduce a parameter whenever possible in some 
manner to preserve at least some of the nonlinear terms. Examples of this technique are 
given in Chapters 6 and 7 for compressible flow. Note that although the application of 
the self-superposability condition to solve the associated system seems to be of little use, 
superposable fluid motions can still be constructed, in a manner previously discussed. 


6.0 The Superposability Condition for Compressible Newtonian Fluids. 


6.4 Basic Equations. 


The equation of motion for a compressible Newtonian fluid is given by equation 
(1.1.9) as follows: 


(6.1.1) o(U,, + U, U, ,) =—p,+ er, — 3(uU,.); u [u(U,;, r U,.)];- 
The energy equation is given by: 
(6.1.2) CT, + UT)=®+(p,+ Up) + (KT) 
where: 
(6. 1.3) D = Py8y = ulU,,U,,+ U,,U,—$ Ur): 
The continuity equation is given by: 
(6. 1. 4) 0. + (eV); =. 
The equation of state for a perfect fluid is: 
(6.1.5) p= oRT, 


R being the gas constant. The coefficient of viscosity, u, varies with temperature and 
there are several empirical relations available. In general this variation is represented as 
a power series where the coefficients have been evaluated: 


(6.1.6) unN= 2a". 


n=0 


Using the kinetic theory of gases, it has been shown [32] that for a polyatomic gas the 
following relation is approximately valid: 


(6.1.7) K= u(al, + b), 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 3/4 
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where a and 5b depend on the gas constant R and the molecular weight of the gas, M. 
C, and C, are assumed constant. The problem is to solve the system of five equations 
given by (6. 1.1,2,4, 5,6) for the five unknowns U,p, eo, T, u. 


6.2 Solution of the System of Equations Associated with the Equation of Motion for a 
Compressible Newtonian Flow, Applying the Concept of Self-Superposability. 

Let us begin by nondimensionalizing equation (6. 1.4) by multiplying through by 
the factor d(oV?)-!, where d is some representative length and V is the free stream velocity: 

(6. 2.1) (U,V 1) ,dV + U,V1(U,V) ,d = — P,0(Po0)""pod(e,V?)-! 

+ F.d(V?) + utoVd)"[(U,V *),,d° + 3 (U,V),„d®] 
— udu(eVa)[3u,(U,V ),d— u,,((U,V),d + (U,V),.d)]. 
(6.2.2) Ur. + UrUf. = — po! RTIV? + FF + RU + 4) 
— (u) (du Un — up (Ui + Ube)), 

where the stars indicate nondimensional quantities and the nondimensional Reynold’s 
number is given by the following relation: 

(6. 2. 3) R = oVdu” = Var. 
Using the fact that „RT, = a, a V * = MS and dropping the stars equation (6. 2. 2) 
becomes in terms of nondimensional quantities: 

(6.2.4) U, + U, U, =— PM)" + F, + RT(U,,+ %U,,) 


ra (uR)"($u; UL: u; Ay(U;,; 27° U,,)) ’ 
where: 


(6. 2.5) = Die”. 


Utilizing the Reynold’s number as a parameter equation (6. 2.4) can be linearized 
in the usual manner resulting in the following superposability equation: 


(6.2.65) — U, U, — Us U, = n,(yMo)" + RE Ur ula, a)” 
+8 Urlasu") — Yislasu')” — Uirla,u”) 
— Ylu,u')” — Uplasu')), 

where the following is used: (a, 4)’ = „,(T’)u-!(T’),..., and just one scalar function 
r has been introduced to represent all the nonlinear terms in the equation. Note that the 
assumption of Reynold’s number being a parameter is made obligatory by the fact that 
only the terms U, ,, — P,,(yM$)-' would otherwise remain after the linearization process 
which would be of little value in solving the given equation. This fact was previously 
observed in the discussion of Rivlin’s equation. 


For self-superposability, equation (6. 2.6) becomes: 

(6.2.7) —2U,U,,=2,(yM)" + (Ru) (40, U — 24, (U; + Uu,)- 
Equation (6. 2. 4) is therefore associated with the following system of two equations: 

(6. 2. 8) U.=— PM)" +F+ RT (U, , +3 U,.)+ 2yM) "rn, 

(6.2.9) —a,(yM))" = 2U,U,,+ (Ru) (u; Ur: — 2u, (U;,;,+ U;,))- 


Taking the curl of equation (6. 2.8) would result in the following linear equation 
in U which can be solved: 


(6. 2. 10) VxU,„=R"VxU,, 





Know 
which 
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where F is assumed again derived from a potential and U,, being a scalar function, 
7 x (U,,),; = 0. Note that equation (6. 2. 10) is identical in form to those obtained for 
the incompressible case after applying the curl operator to the linearized equation of 
motion in Tables III and IV. The variation appears in the coefficient R-! appearing as 
a parameter here as opposed to the universal constant „ appearing in the incompressible 
case. A comparison of these equations will be brought out in the discussion of Chapter 10. 
Knowing U, from (6. 2. 10), curl (6. 2. 9) equation (6. 1. 4) becomes simply a linear 
equation in o which can readily be solved. Since the Reynold’s number is a parameter, 
wis now known as a function of o (z, Y, 2, t) from equation (6. 2.3) as follows: 


(6. 2. 44) u= oVdR- 


Let us proceed now to nondimensionalize equation (6. 4. 2) by multiplying through 
by the factor d[oVC,(AT)]", where (AT) is thetemperature difference between the wall 
and the fluid at a large distance from the body given by: 


(6. 2. 12) AT=T,„—-To- 
The resultant equation where all quantities are in nondimensional form becomes using 
also equation (6.1.7): 
(6. 2. 13) T, + U,T, = ER (U,, U,, + U,; U,; rg x U; .) 4- E(yM3})" z 
(P,+ U,P,) + (PrA)"T + (PrR")T,uıu”, 
where P is defined in equation (6.2.5) and the Prandtl number, Pr, Eckert number, 
E and thermal diffusivity « are given by: 

(6.2.14) Pr=vat= uC,K=C,(aC, + 5b)" = const., «= K(oC,)-, 

(6. 2. 15) E = V?[C,(AT)]" = const. 

Let us now introduce the equation of state given by equation (6. 1. 5) into (6. 2. 13): - 

(6. R. 16) T, —+ U,T, = ER (U,, U,; En U;,; U,; BER Fi U; .) 

+ ER-(yMo))"(T,+ o,e"T+ U,T,+ U,e,e”'T) 

+ (PrR)"T + (PrR)"T,nıu. 
Knowing U, o and u as a function of o(z, y, z, t) equation (6.2.16) is justalinearequation 
which can readily be solved along with curl (6.2.9) using (6. 1.6) for 7’ subject to the 
condition noted below. The function x can be obtained from equation (6. 2.9) and the 
pressure from equation (6. 2. 8). 

It is necessary to point out the following very pertinent restriction. At the outset 
of this discussion, the system of five equations uniquely defined U, p, e, T, u. The 
necessity of making the Reynold’s number a parameter amounts to making the system 
overspecified. This, in turn, imposes an additional restrietion on the solution of the 


following form: # as a function of T given by equation (6. 1.6) must equal the value 
obtained for u as a function of e from equation (6. 2. 11), i. e.; 


(6.2. 17) uT)= ET" = g(z, 9,2, 1) VAR-. 
n=0 


Thus having solved for o we see that 7 must satisfy both the energy equation and equation 
(6.2. 17). In this form, the added restrietion is of an algebraice type where the coefficients 
@ and the right hand side are known. This can be made into a differential condition by 
differentiating both sides of the equation, say with respect to x. 

21* 
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Assuming x is not given, U is obtained in the above manner from equation (6. 2. 10) 
and the analysis follows as outlined. If x is specified the problem becomes certainly as 
involved as the original system prior to applying the concept of self-superposability with 
the necessity of solving the nonlinear equation (6. 2. 9) along with (6. 1.4) for U ando 
for example using equation (6. 2. 3). Certainly with x given, we cannot avoid the necessity 
of solving a nonlinear equation with any arrangement and the application of self-super- 
posability is of little help. 

An alternative method of solving the system of equations given in section 6.4 
utilizing the self-superposability condition with the Reynold’s number as a parameter is 
given by the following discussion. In the method mentioned above the Reynold’s number 
was assumed constant for a given caleulation and the unknowns U, o, T, p, u evaluated, 
The question of consistency of the constant value for R in any given analysis can be 
handled in the method now being considered. As before, U and u can be obtained from 
equation (6. 2.10), curl (6.2.9) as a function of (z,%,2,t) but also as a function of 
the constant quantity R now assumed unknown. The continuity equation can be written 
in the following form: 


(6. 2. 18) 9. +0, U; +eU,=0. 
Substituting equation (6. 1.6) into (6.2.3) we obtain: 
(6. 2. 19) o= R(Vd)"' 5 a,T”. 


n=0 


Substituting this result only partly into equation (6. 2. 18) we obtain: 


(6. 2. 20) 0. +0: U, + RVa)" U, 2 aT=0. 
n=0 


In a more general form equation (6. 2. 20) can be written as follows since U is now known: 
(6. 2. 21) F,[z, y, 2,1; o(2,y, 2,1); T(2,y, 2,1); Rj=0. 

Substituting equation (6. 1. 6) into (6. 2. 16) we obtain the following general form: 
(6.2.2) Fly 21; 0,930; T(a,y,2,0; R]=0. 

Equations (6. 2. 21), curl (6. 2. 9) using (6. 1.6) and (6. 2.22) must be solved simul- 

taneously for o and 7 with R as a parameter. Although we will not consider in detail 

the solution of this special problem, it is to be noted that the analysis of the problem 

has been presented, which is our primary purpose in this paper, reducing it to somewhat 

standard form. It is necessary to observe that by fixing the Reynold’s number as a para- 


meter and introducing it into the system, we have added the requirement given by 
equation (6. 2. 17). 
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Zur Struktur der l-Klassengruppe galoisscher Zahlkörper. 


Von Heinrich-Wolfgang Leopoldt, z. Zt. in Princeton. 





Bezeichnungen. 


In der vorliegenden Arbeit verwenden wir durchweg die folgenden Bezeichnungen: 
der Körper der rationalen Zahlen, 

eine Primzahl, 

der Körper der rational-l-adischen Zahlen, 

der Ring der ganzen rational-l-adischen Zahlen, 

eine primitive I!-te Einheitswurzel, 

ein galoisscher Zahlkörper mit den Eigenschaften 

(0) CeK, (K:P) & 0 mod |, 


9 = fo, r,...} seine Galoisgruppe, 
x bzw. ® die einfachen bzw. l-adisch-irreduziblen Charaktere von 9. 


„1 RZ 


Einleitung. 


Kummer hat gezeigt, daß die Klassenzahl des Körpers K = P({) genau dann durch / 
teilbar ist, wenn bereits der Quotient der Klassenzahlen von K = P(£) und dem größten 
reellen Teilkörper K, = P(£ + £-!) diese Eigenschaft besitzt. Da dieser Quotient — 
Kummers erster Klassenzahlfaktor —, wie man mit analytischen Mitteln zeigt, einen 
einfachen elementaren Ausdruck besitzt!), ergibt sich aus jenem Satze leicht das bekannte, 
die Bernoullischen Zahlen benutzende Teilbarkeitskriterium. Es sei @& ein relativ- 
imaginär-quadratischer Zahlkörper, also eine quadratische Erweiterung 


D= 2, /— 6) (© totalpositiv) 


eines total-reellen Zahlkörpers @,. Hecke hat vermutet, daß dann ebenfalls der Quotient 
der Klassenzahlen von & und ®, einen elementaren Ausdruck besitzt. Ist nun 2=K 
normal mit den Eigenschaften (0), so gilt wiederum der Satz, daß die Klassenzahl von K 
genau dann durch / teilbar ist, wenn bereits der Quotient der Klassenzahlen von K und K, 
diese Eigenschaft hat. Wir werden dies (Satz 3) in der scharfen, für K= P(£) von Hecke 
herrührenden Form beweisen, daß der Rang der Gruppe der imaginären l-Klassen niemals 
kleiner ist, als der Rang der Gruppe der reellen /!-Klassen. Wenn die Heckesche Ver- 
mutung für K richtig ist, ergibt sich damit ein ähnliches rationales Kriterium für die 
Teilbarkeit der Klassenzahl h von K durch die Primzahl I. Dies trifft insbesondere zu für 
abelsche Körper K; der in Rede stehende elementare Ausdruck für den Klassenzahl- 


1) Vgl. etwa Hasse [1]. 
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quotienten ist die Relativklassenzahlformel etwa in der von Hasse gegebenen durch- 
sichtigen Gestalt. Aus diesem Umstand werden wir in einer nachfolgenden Arbeit unter 
Heranziehung weiterer Hilfsmittel — welche die begriffliche Bedeutung jener Relativ- 
klassenzahlformel berühren — eine große Zahl von Kongruenzbedingungen für die nicht 
im Grad aufgehenden Primteiler der Klassenzahl abelscher Körper herleiten. 

Als gemeinsame Wurzel dieser Beziehungen zwischen imaginären und reellen 
I-Klassen stellt sich der Spiegelungssatz (Satz 2) heraus, dessen Beweis das Hauptziel 
dieser Arbeit ist. Er besagt folgendes: Zerlegt man die !-Klassengruppe ® eines Körpers K 
ihrer Struktur als g-Operatorgruppe entsprechend in die den l-adischen Charakteren ® 
von g zugeordneten direkten Faktoren D,, 


(1) D = dir 7 3,, 
® 


so bewirkt die Annahme ZeK die Existenz einer Spiegelungsabbildung ®>® (mit 
® —- ®) dieser Charaktere mit der Eigenschaft, daß die zu einem Paar spiegelbildlich 
liegender Charaktere ®, ® gehörenden Faktoren D,, Dz sich im Rang „nicht allzusehr“ 
unterscheiden. Die genaue Bedeutung des „nicht allzusehr‘‘ hängt ab vom Verhalten der 
Einheitengruppe von K. Er beruht auf folgendem Umstand: Zerlegen wir den l-Klassen- 
körper N von K entsprechend zu (1), 


(2) N=UN,, 
® 


so fällt in dem D, zugeordneten Teilkörper N, eine „genügend große‘ Untergruppe von 7; 
in die l-Hauptklasse (Satz 1). Für die präzise Formulierung der Sätze siehe $ 3. Der 
Spiegelungssatz geht im Falle K= P(?) über in den — für die Theorie der irregulären 
Kreiskörper fundamentalen — Satz von Pollaczek; sein Beweis gibt somit zugleich einen 
neuen Beweis jenes Satzes. Daneben gibt es noch einen weiteren Spezialfall, für den der 


Spiegelungssatz bekannt ist; dies ist der Körper K= P(V—3, VD), D>0. Er sagt 
dann aus, daß die Ränge e,, e; der 3-Klassengruppen der beiden quädratischen Zahl- 


körper @=P(YD), @ = P(Y—3D) die Ungleichung 
Ss <SaoHtl 
erfüllen. Dieser Satz wurde von Scholz bewiesen und stellt das einfachste Anwendungs- 
beispiel dar. 
Den Herren des Institute for Advanced Study, Princeton, wünsche ich für die Ge- 


währung der Mitgliedschaft — und damit für die Ermöglichung dieser Arbeit — meinen 
Dank auszudrücken. 


$ 1. Vorbemerkungen. 


1. Der Gruppenring rg. Der Gruppenring Pg ist halbeinfach. Aus den absolut- 
-irreduziblen Charakteren x von g erhalten wir durch Spurbildung 


(1) ® = spur; (x) 


die l-adisch irreduziblen Charaktere ® von g und mit ihrer Hilfe die primitiven Zentrums- - 
idempotente 


(2) 1. = 2 —- 3 9l(o-!) o. 








 ı_ ms.» wm 
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Das Zentrum z; der einfachen Teilalgebra Pol, in der direkten Zerlegung 
Pg = dir SPg1, 
® 


ist isomorph zum Wertekörper des Charakters x und ist somit die unverzweigte Erweite- 


En des Grundkörpers P, — Pi o. Die Teilalgebra PB gl, selbst 
ist isomorph zur Algebra der x(1)-reihigen Matrizen über re 


rung vom Grade (Z, : P,) = 


Der Gruppenring rg enthält die 1, und ist folglich analog zerlegbar 


(3) fg —= dir 5 Fol,. 
vo 


Die Diskriminante der Basis (...@.. .)ge, ist (g: 1)@’», also Einheit in F. Mithin ist y 
Maximalordnung von Pg. Es sei $# der Restklassenkörper mod l von P. Durch koeffi- 


zientenweise Restklassenabbildung mod / geht rg über in den Gruppenring g. Dieser ist 
ebenfalls halbeinfach. Die absolut-irreduziblen Charaktere bleiben absolut-irreduzibel 


über 8. Da Z,/Ps eine reine Restklassenerweiterung ist, bleiben auch die ® mod! 
irreduzibel; es ist also auch gi, = Tgi, mod ! irreduzibel. 

Wir führen schließlich den Normalteiler g, aller « mit D(o) = ®(1) ein und bemerken 

(4) ol,=1, (0 € 9o)- 

2. Abelsche g-Gruppen von /-Potenzordnung. Jede solche Gruppe W ist eine 
Fg-Gruppe, denn es ist A” — 4, Ace QW, für hinreichend großes N, und besitzt daher 


die direkte Zerlegung 
(5) A = dir IM, 
® 


mit Y, = W'®. Da ® mod! irreduzibel bleibt, ändert sich diese Zerlegung nicht, falls man 
A — im elementar-abelschen Fall — als $g-Gruppe auffaßt. Nach (4) ist X, elementweise 
invariant bei @ € 99: 

(6) A’=A für AceN,, dEK%- 
Der I-Rang einer g-zyklischen Untergruppe A,< W, ist gleich dem Rang eines einfachen 
Rechtsideals von Pol,, also gleich ®(1). Der g-Rang von U,, d.h. die Anzahl a, der 
g9-zyklischen direkten Faktoren ist demnach gegeben durch 


(U,:%) = 1PW°D,. 
Auf W, ist die Normabbildung 
A>N.(A)= IT A’ 


\ 14377 
ein Automorphismus. 


3. Die Spiegelung. Wenden wir 2 an auf die Gruppe der /-ten Einheitswurzeln in K, 
so erhalten wir in der Form 


(7) [= {ro 


einen abelschen, also absolut-irreduziblen Charakter von g in P, dessen Kern g,. mit der 
F ixgruppe des Teilkörpers P({)<K in g zusammenfällt. Mit ® ist auch der durch 


®(o)—=®(c-!) definierte Charakter irreduzibel in P und dasselbe gilt von 
(8) = x*d j 
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Diesen l-adisch irreduziblen Charakter ® nennen wir das Spiegelbild von ®, da offenbar 


®—® 
erfüllt ist. 


$ 2. Hilfssätze. 


1. Die Einheiten-/-Klassengruppe. Die Faktorgruppe € = E/E! der Einheitengruppe 
E von K nach der Gruppe der !-ten Einheitenpotenzen sei als Einheiten-l- Klassengruppe 
von K bezeichnet. Es ist nach $ 1, 2 


& == dir JI E&,; 
® 


und €, wird durch Einheiten des zu 9, gehörigen Teilkörpers K, erzeugt. Wir wollen den 
g-Rang von &, bestimmen. 

Es sei zunächst ! = 2. Dann ist (g:4) =1 mod 2, also K total-reell und € das direkte 
Produkt der Einheitswurzelgruppe {+ 1} mit der Gruppe E, der normpositiven Ein- 
heiten. Ist E,,...,E,-, eine Basis von E,, so wird vermöge 


E = ITEW” 
; 


eine unimodulare Darstellung o — D(o) = (d,;(0)) von g durch E , gegeben, deren Charakter 
sich nach dem Dirichlet-Minkowskischen Einheitensatz wie folgt bestimmt: Es ist 
Char D= y,, = &,—&,, Wo &, den vom Hauptcharakter e, der Zerlegungsgruppe u 
einer unendlichen Primstelle von K induzierten Charakter von g und &, den Hauptcharakter 
von g bezeichnet. (Da K total-reell ist, ist u = 1, was wir hier jedoch nicht brauchen.) Da 
die Darstellung o— D(o) mod ! in die Darstellung von g durch €, = E,E!J/E! übergeht, 
{+1} die Darstellung o—> e,(o) liefert und € direktes Produkt von €, mit der durch 
(— 1) erzeugten l-Klassengruppe {— E'}/E! ist, erhalten wir für den Charakter y, der 
Darstellung von g durch € die Formel 


(1) ; , Gaza u 


Für 2>2 ist(g:1) #0 mod |, K total-imaginär, also {{} die volle Gruppe der Einheits- 
wurzeln von /!-Potenzordnung in K. Alle Einheiten-/-Klassen werden bereits erzeugt durch 
£ und die Elemente einer geeigneten torsionsfreien Gruppe E, normpositiver Einheiten 
von K. Durch Übertragung der Schlüsse von 1 = 2 auf 1 > 2 folgt nun 


(2) Yzanit x 
wo x* den durch $4, (7) definierten Charakter bezeichnet. Die Vielfachheit von © in &, 
ist nun gleich x (- Rn 


(u:1) 
heit von ® in yg, d.h. den gewünschten g-Rang von €,. 


) Aus (1) bzw. (2) entnimmt man somit unmittelbar die Vielfach- 


Hilfssatz 1. Die Einheiten-l-Klassengruppe & von K ist das direkte Produkt 
(3) E = dir 7 &, 
® 


der Untergruppen &, = €'®, welche bereits durch Einheiten der Teilkörper K, erzeugt werden. 
E, hat für l=2 oder fürl>2und®+e,, x* den g-Rang 


(4) d,=y (vn) ’ 
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wo u die Zerlegungsgruppe einer unendlichen Primstelle von K bezeichnet und der einfache 
(Charakter y durch ® = spur 5(x) bestimmt ist. Für l>2und®= e, oder — y* ist 


(5) 4 =09, 4, el. 
Allgemein gilt für 1 > 2 die Relation 

(6) d,+t d; = ı(i), 
wenn ® das Spiegelbild von ® bezeichnet. 

Es bleibt nur noch (6) zu beweisen; dies ergibt sich aber sofort aus der Definition 
von ® und dem Umstand, daß 

ei )=—1 
ausfällt für die Erzeugende o,, jeder beliebigen Zerlegungsgruppe u einer unendlichen 
Primstelle von K. 

Eine Einheiten-I-Klasse E,E' heiße primär, wenn K(YE,)/K unverzweigt ist. Nach 
dem Kummerschen Zerlegungsgesetz bedeutet dies, daß E, ein !-ter Potenzrest mod 2*! ist, 
wo £ das Produkt der Primteiler von lin K und e ihre durch 2 — 1 dividierte gemeinsame 
Verzweigungsordnung bezeichnet. Es sei E, = dir 7 &,. die Gruppe der primären Ein- 

® 
heiten-l-Klassen. Für den g-Rang ö, von G,s, 
(E&o:1) = Por, 
gilt dann jedenfalls 

2. Die /-Klassengruppe. Es sei D die volle Divisorengruppe von K und 4 die Unter- 
gruppe aller aeD mit a” za, aeK für einen zu ! primen geeigneten Exponenten m. 
Die Faktorgruppe 

T = D/H 

heißt die l-Klassengruppe von K. Es gilt dann 

Hilfssatz 2. Die l-Klassengruppe I von K ist das direkte Produkt 

(8) Dd= dir] I, 

vo 

der Untergruppen I, = D’®. Sie ist kanonisch g-isomorph zur Gruppe & der Divisoren- 
klassen C von l- Potenzordnung. Die I-Klassen aus T, und die Klassen aus EC, werden durch 
Divisoren des Teilkörpers K,„ erzeugt. 

Abgesehen von der g-Isomorphie DE ergibt sich alles aus $1, 2. Ist nun 


8 
fe D, so gibt es in f einen Divisor a von !-Potenzordnung in bezug auf die Gruppe der 


Hauptdivisoren. Die Klasse C von a hängt dann nur von f ab und ist eindeutig durch f 
bestimmt. Durch f—>C erhalten wir die gewünschte g-Isomorphie. 


3. Der /-Klassenkörper. Der H zugeordnete Klassenkörper N/K ist absolut galoissch 
und heißt der !-Klassenkörper von K. Es sei & die Galoisgruppe von N/P und X die Fix- 
gruppe des Körpers K. Dann ist © eine Erweiterung von X zur Faktorgruppe 9, 

G=USN, 
und A wird zur g-Gruppe vermöge 
SA, A", 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 3/4 22 





170 Leopoldt, Zur Struktur der I-Klassengruppe galoisscher Zahlkörper. 


Da (g: 1) # 0 mod list, zerfällt die Erweiterung, d. h. wir können die Vertreter so wählen, 
daß sie eine zu g isomorphe Gruppe bilden, 


Der Artinisomorphismus 


>| Sn) = A 


f 


von A mit TD ist dann ein g-Isomorphismus. Dementsprechend zerfällt A in das direkte 


Produkt 
A — dir 1% 
® 


der Untergruppen VA, = W'® und N in das Kompositum 


N=UN,, 


wo N, der Invariantenkörper des Komplementärprodukts von W,in A ist und folglich 
die zu D, isomorphe Galoisgruppe A, über K besitzt. Auch N, ist absolut galoissch und 
seine Galoisgruppe ©, eine zerfallende Erweiterung von W, zur Faktorgruppe g. Nach 
Konstruktion ist N, der maximale Teilkörper von N, in dessen Galoisgruppe über K 
die Regel 


Au'0 = A, 


gilt. 


$ 3. Der Spiegelungssatz. 
l. Die Grundlage für den Beweis des Spiegelungssatzes bildet der folgende 


Satz 1. /n dem zum direkten Faktor D., der I-Klassengruppe ® von K gehörigen Klassen- 
körper N, fällt eine g-Untergruppe IT; des zum S piegelbild® von® gehörigen direkten Faktors 
Dz; vom g-Rang 

(1) ee — 65 


in die I-Hauptklasse. Dabei bezeichnet e, den g-Rang von T, und öz den g-Rang des direkten 
Faktors &,z der Gruppe &, der primären Einheiten-l-Klassen von K. 

Insbesondere ist demnach ez > e, — öz. Zusammen mit der in ® gespiegelten Un- 
gleichung ergibt dies den Spiegelungssatz: 

Satz 2. Die Differenz der g-Ränge der zu spiegelbildlich zueinander liegenden Charak- 
teren ®D, ® gehörenden direkten Faktoren D,, Dz der l-Klassengruppe D von K ist beschränkt 
durch die g- Ränge der entsprechenden direkten Faktoren &,., E,a der Gruppe &, der primären 
Einheiten-I-Klassen von K, 

(2) 6, Ze — ee 6, 
und kann den Grad des zu © (oder ®) gehörigen einfachen Charakters dem Betrage nach nicht 
überschreiten. 

2. Wir haben Satz 1 zu beweisen: Dazu gehen wir aus von dem zur Untergruppe 
A’ der Galoisgruppe A von N/K gehörigen Teilkörper N. Er ist galoissch über P, seine 
Galoisgruppe & eine — wiederum zerfallende — Erweiterung von A A/A' zur Faktor- 
gruppe 9, also “ 

(3) G=USA, SSZ'AS,= A, S,S,=S,- 
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Weiter ist N eine Kummersche Erweiterung von K, also 
N - KW), 
wo W die Radikalgruppe von N/K, also die Gruppe aller » * 0 aus N mit »!eK, be- 
zeichnet. Die Radikalklassengruppe % = W/K ist dann isomorph zu Q, 
WSN, 


und zwar erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus von I init der Charaktergruppe 
g 


von W, wenn wir jeder Radikzlklasse »K” — ww den dureh 
(4) ot X, (A), (ACH, 
bestimmten Charakter X,, von A zuordnen: 
(5) W > Char X: w>X,- 


Nach (4) ist W bei U elementweise invariant, demnach wird 3 zur g-Gruppe durch die 
Festsetzung 
(6) (oK“)” = w’eK”, 


und besitzt wiederum eine Zerlegung 
(7) I = dir JI Wo, 
® 


wobei W®, die Untergruppe aller Radikalklassen mw, mit der Eigenschaft ıw,'® — mw, be- 
zeichnet. Nach (6) gilt nun ein Relationensystem 
(8) yo = One Pin, (Bu, € K”) 


e u j Fr . . o ee -4 
für ein Vertretersystem o,, der Radikalklassen. Einerseits ist nun o% =X,,(A”) o, für AcN, 
1 


i 8,',8 
andererseits haben wir wi = (0,0! ßy.. 1) — (X, (A) a” ) "= X (A) @,. 
Damit ist 

X no (A )° = X (4°) 
gezeigt. Da nun nach Definition von x%* die Beziehung £ = £**® gilt, und da 


weiter X, auch als Funktion von mw multiplikativ ist, können wir dies in der Form 
X nx*()e 1(A) = X,,(A°) schreiben. Durch Potenzierung mit ®(o!)/(g: 1) folgt dann nach 
Multiplikation über o die Spiegelungsrelation 


(9) Xn!z(A) = X,(4'P). 


Ist nun W,„ diejenige Untergruppe der Radikalgruppe W, der die Radikalklassenunter- 
gruppe ®W, entspricht, W,K” /K“ = W,, und ist weiter N, der zur Untergruppe W/, gehörige 
maximale elementar-abelsche Teilkörper von N,, so folgt aus der Spiegelungsrelation 


sofort, daß N, die Kummererzeugung 
(10) N, = K(W3) 


besitzt. Dies ist die algebraische Grundlage unseres Beweises. 

Wir ordnen nun jedem Radikal ® seinen Divisor c„ = ® zu. Nach dem Kummer- 
schen Zerlegungsgesetz gehört c„ zur Divisorengruppe D von K und die Klasse von c„ 
hängt nur ab von der Radikalklasse ®K* = w. Bezeichnen wir sie mit C(m), so ist 

(11) w> C(w) 
offenbar ein 9-Homomorphismus von ® in die Gruppe € der Divisorenklassen der Ordnung ! 
von K. Insbesondere wird dabei ®; auf eine Untergruppe CE; < Ez abgebildet, welche nach 


9)%# 
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Konstruktion gemäß (10) in N, und damit in N, kapituliert. Ihr entspricht nach Hilfssatz 2 
eineindeutig eine zu@z isomorphe Untergruppe 3; von 7z, welche in N, in die /-Haupt- 


klasse fällt. Es bleibt nur übrig, den g-Rang von @z zu bestimmen. Ist nun W, = dir 7%,, 
m ® 
der Kern der Homomorphie (11), so ist WzZ/W,z = Cz- Einerseits ist nun WZ isomorph 
zur Galoisgruppe A, von N,/K und damit zu T,/T},, so daß sich 
(12) (Ba: 1) = FW“ 

ergibt. Andererseits gehört eine Radikalklasse w = ®K” offenbar genau dann zum Kern 
von (11), wenn sie eine Einheit von N enthält. Durch nochmalige Anwendung des Kummer- 
schen Zerlegungsgesetzes folgt dann, daß die /-ten Potenzen dieser Einheiten zuK gehören 
und identisch sind mit denjenigen Einheiten von K, welche primäre Einheiten-/-Klassen 


von K erzeugen. Insbesondere ist 
= 6, 
N 


also auch WR; — Eu und demnach 


(13) (Ws: 1) = PN, 
Unter Beachtung von (1) — ®(1) ergibt sich aus (12) und (13) auf Grund der Isomorphie 


’ ’ an 
RW: & 6: > Ta der gesuchte g-Rang zu 


= eg — 65; 
und damit ist Satz 1 bewiesen. 
3. Wir heben schließlich noch den Spezialfall eines galoisschen relativ-imaginär- 
quadratischen Zahlkörpers K hervor, d. h. der galoissche total-imaginäre Zahlkörper K sei 
die quadratische Erweiterung eines total-reellen Teilkörpers K,, 


K= K,(Y— 5) (0 eK,, total-positiv). 


Einerseits durchlaufen die Zerlegungskörper der unendlichen Primstellen von K ein volles 
System konjugierter Teilkörper, in bezug auf welche K relativ-quadratisch ist. Anderer- 
seits fallen diese Zerlegungskörper aber sämtlich mit K, zusammen. Folglich ist K, galoissch 
und sei als ‚‚der‘‘ größte reelle Teilkörper von K bezeichnet. Es sei o,, die Erzeugende des 
zu K, gehörigen Normalteilers 3 der Ordnung 2 von g. Die einfachen Charaktere x 
von g zerfallen dann in zwei Sorten, nämlich einerseits die Charaktere x, der Faktor- 
gruppe 96 = 9/3, sie sind durch 


(14,) %0(0) = %(1) 
gekennzeichnet, und andererseits in Charaktere x’ mit der Eigenschaft 
(14‘) x (0) = — x). 


Die ersteren sind die einfachen Bestandteile des vom Hauptcharakter von 3 induzierten 
Charakters von g und seien als gerade Charaktere bezeichnet; die letzteren sind die ein- 
fachen Bestandteile des vom quadratischen Charakter von 3 induzierten Charakters von q 
und seien als ungerade Charaktere bezeichnet. Jeder einfache Charakter ist entweder gerade 
oder ungerade. Da algebraisch konjugierte Charaktere notwendig zur selben Sorte gehören, 
können wir diese Bezeichnungsweise von x auch auf ® = spurz (x) übertragen. Bei der 
Spiegelung 0®>® gehen gerade Charaktere in ungerade über und umgekehrt, denn im 
vorliegenden Fall ist 2> 2 und 


(oo) = —1. 
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Nehmen wir an, ® sei gerade — also ® ungerade —, so ist notwendig 


(15) dz da = a:n) 


In diesem Fall nimmt daher der Spiegelungssatz die folgende einfachere Form an: 


Satz 2*. Der galoissche Zahlkörper K sei relativ-imaginär-quadratisch, d.h. K sei 
quadratische Erweiterung, 


N 


K= KV — ©), © € K,. fotal-positiv, 
des total-reellen Teilkörpers K,. Er enthalte die I-ten Einheitswurzeln £ für die nicht im Grad 
von K aufgehende Primzahl I. Die l-adisch irreduziblen Charaktere ® (= spur ;( x) ), ® seien 
Spiegelbilder voneinander, und es sei ® gegenüber ® normiert als der gerade C'harakter von 
beiden. Dann gilt für die g-Ränge e,,ez der direkten Faktoren D,,, Tz der I-Klassengruppe T 
von K und den g-Rang ö,„ des direkten Faktors G,, der Gruppe 6, der primären Einheiten- 
I-Klassen von K die Ungleichung 


(16) Ss << tt Ze + zll). 


Dabei haben wir noch einmal alle Voraussetzungen mit aufgeführt, da sich die an 
anderem Ort zu gebenden Beispiele und Anwendungen sämtlich auf diese spezielle Form 
des Spiegelungssatzes beziehen werden. 


4. It K= Ky— c) relativ-imaginär-quadratisch, also K, total-reell und © total- 
positiv, und ist « der Automorphismus Y— © > — Y — © von K/K,, so wollen wir eine 
I-Klasse £ von K(l > 2) reell nennen, wenn sie zu K, gehört (f' = f), und wir wollen sie 
imaginär nennen, wenn ihre Relativnorm nach K, in die /-Hauptklasse von K, fällt 
(F = ft). Dann ist offenbar die /-Klassengruppe D von K das direkte Produkt 


(17) T ee Io x Ya 
der Gruppe D, der reellen !-Klassen mit der Gruppe T* der imaginären /!-Klassen von K. 
Es gilt dann 


Satz 3. Der galoissche relativ-imaginär-quadratische Zahlkörper K erfülle die Voraus- 


seizungen von Satz 2*. Dann gilt für die Ränge e,, e* der Gruppe TI, der reellen I-Klassen 
bzw. der Gruppe I* der imaginären I-Klassen von K die Ungleichung 


(18) e* > eu. 


Dies wurde für den kleinstmöglichen Körper, nämlich den Körper der !-ten Einheitswurzeln, 
von Hecke [2] bewiesen, und war in der schwachen Form, daß die Klassenzahl Ah, dieses 
Körpers genau dann durch / teilbar ist, wenn bereits der (für ! > 2 stets ganze) Klassen- 
zahlquotient h«/hx, = hk durch I teilbar ist, bereits von Kummer gezeigt worden. Zum 
Beweis hat man nur zu beachten, daß 


(19) %,=dir IM Ds, I -dr MT % 
® ® 
(® gerade) (® ungerade) 


gilt, und den Spiegelungssatz anzuwenden. 
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Ch. Loewners Transformationstheorie 
der partiellen Differentialgleichungen der Gasdynamik. 


F. W. Lewi zum 70. Geburtstag. 
Von M. Pinl in Köln. 


Wir betrachten im folgenden lineare homogene Systeme partieller Differential- 
gleichungen von zwei Gleichungen in zwei unabhängigen Veränderlichen s, it und zwei 
abhängigen Veränderlichen £, 7 von der Gestalt: 


2 08 
. - 3 - 08 . c 
(1) W=Ht;t=| ):  — m ’  Jueı - 
N, en en 
os [27 
H= u A — u. i. 2. 
1 (m nu) iu = huls, 1); 7, u 


Setzt man für 4 beziehungsweise die Matrizen 
( 04 (} ) 01 
—10)/' 10) (50) 


so erhält man aus (1) beziehungsweise die Systeme 


&= Nt = Nnt &: ni 
(2) (a) j (b) ‚ (e) 
Nn=—Eı n=$ı mn = —s£ı 


und durch Elimination einer der beiden Funktionen £&(s,t) und »(s,t) die partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


AE = 0 Eu Eu = 0 
(3) (a) (Laplace), (b) (d’Alembert), 
An= 0 N — Nu = 0 
Eos + Ser = 0 
(e) (Tricomi). 


Ns: + sNu = hr 


Der Prozeß dieser Elimination verläuft eindeutig. Umgekehrt können die Eliminanten (3) 
aus unendlich vielen verschiedenen Systemen (2) entstehen'). Ein solches „Vorschalten‘“ 
geeigneter allgemeinerer Klassen von Systemen, die sich in die Systeme (2) transfor- 
mieren lassen und auf diese Weise auch auf die Eliminanten (3) führen, wird durch die 


!) Dies trifft bereits für algebraische Gleichungen zu; 2 = cos g, y = sin g und z = fis), y- Yı — is) 
liefern z. B. dieselbe Eliminante #2 + y? = 1. 
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Theorie der Bäcklundschen Transformationen ermöglicht, auf Grund welcher Ch. Loewner 
eine neue Theorie der Transformationen der partiellen Differentialgleichungen der Gas- 
dynamik entwickelt hat ?), über deren wesentliche Züge im folgenden berichtet werden soll?). 

Bekanntlich genügen die Potential- und die Stromfunktion einer ebenen stationären 
wirbelfreien kompressiblen Strömung bei Wahl geeigneter unabhängiger Veränderlicher 
in der Hodographenebene und bei Approximation der wirklichen Zustandsgleichung 
durch die linearisierte Zustandsgleichung 


a 
ah 
p se 


(für den Druck p und die Dichte o mit Konstanten a > 0, b) den Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen. Umgekehrt erscheint so den Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen die linearisierte Zustandsgleichung zugeordnet, ihren „Bäcklundtransfor- 
mierten‘‘ jedoch im Sinne der Ch. Loewnerschen Theorie weit allgemeinere Klassen von 
Zustandsgleichungen und ebenso den ‚„Bäcklundtransformierten‘“ der Systeme (1b) und 
(1c). Im Gewinn zahlreicher solcher Zustandsgleichungen liegt die physikalische Bedeu- 
tung der neuen Transformationstheorie. 


$ 1. Bäcklundsche Transformationen. 


Das nach A. V. Bäcklund benannte Problem wurde zunächst im dreidimensionalen 
Raum der Koordinaten x, y, z gestellt und besteht in diesem Raume darin, zwei Element- 
vereine M, und M; zu bestimmen, die eine eineindeutige Abbildung aufeinander in der Weise 
gestatten, daß je zwei dabei einander entsprechende Elemente 

(z, Y, 2, P, q) und (z', y, z', pP’; q) 
den vier vorgegebenen Bedingungen 

(4) F®(z, y,2,9,9; a, y,2,p,g)=0, i=1,2,3,4 
genügen. Dabei werden entweder x’, y', 2’, z als Funktionen der unabhängigen Veränder- 
lichen x, y oder x, y, 2,2’ als Funktionen der unabhängigen Veränderlichen x’, y’ auf- 
gefaßt. In beiden Fällen sind die Gleichungen (4) vier Bedingungen für vier unbekannte 
Funktionen. Der wichtigste Fall liegt vor, wenn die Elementvereine M, und M; die 
Tangentialelemente je einer Trägerfläche & und 2’ darstellen. Sind dann z = z(x, y) und 
z’ =z'(r',y') die Gleichungen dieser Flächen, so erhalten die p,g,p’,gq’ die übliche 
Bedeutung erster Ableitungen. Die Gleichungen (4) gelten identisch in den unabhängigen 
Veränderlichen, aber nicht identisch in den abhängigen Veränderlichen. Vielmehr ergibt 
sich im allgemeinen Falle nach zweimaliger Differentiation nach x, y und Elimination 
der 22 gestrichenen Veränderlichen x’, y',...,g,, aus den 24 Gleichungen 

F®=-0,79=-0,79-0,F9=0,F9=0,F9=0, i=1,2,3,4 
ein Bedingungssystem von zwei partiellen Differentialgleichungen dritter Ordnung für 
z(z, y) und ebenso ein solches für 2’(x’, y’) nach zweimaliger Differentiation nach x’, y' 
und Elimination der 22 ungestrichenen Veränderlichen z, %,..., q,, aus den 24 Glei- 
chungen 


F® —0, F®=0, F®Ö=0, F%,=0, F® 


xy’ 


-0, F9,—=0, i=1,2,3, 4. 


2) Vgl. Ch. Loewner, A transformation theory of the partıal differential equations of gas dynamics, NACA 
Technical Note 2065, Washington 1950. 

3) Wesentliche Teile dieses Berichtes hat der Verf. auf der österreichischen internationalen Matbematiker- 
tagung in Wien (September 1956), im physikalischen Colloquium der Universität Köln (Januar 1957) und in der 
Gesellschaft für Wissenschaft und Leben im Rhein.-Westf. Industriegebiet e. V. Essen (Juni 1957) vorgetragen. 
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Nur die Integralflächen dieser partiellen Differentialgleichungen dritter Ordnung ergänzen 
einander im allgemeinen Falle zu Bäcklundschen Flächenpaaren, die einander durch die 
Bäcklundschen Transformationen zugeordnet werden ®). 

Die Anwendung dieser Theorie auf die Differentialgleichungen der Gasdynamik 
beruht einerseits auf einer Verallgemeinerung, andererseits auf einer Spezialisierung. Da 
es sich in (2) stets um zwei abhängige Veränderliche £(s, t), n(s, t) handelt, muß die 
Dimensionszahl des Darstellungsraumes der geometrisch gedeuteten Theorie um eine 
Dimension erhöht werden: die Trägerflächen der Elementvereine M, und M; sind jetzt 
zweidimensionale Flächen 

s=s1=4,8=6&lsl), 7 n(s, t) 


im vierdimensionalen Raum der Koordinaten s, t, £, n, und an Stelle der Bedingungen (4) 
treten die sechs Bäcklundschen Transformationen 


5) ee) —=0, i=1,2,3,4,5,6 


entsprechend der Anzahl der abhängigen Veränderlichen s’,t', &, n',&, n (wenn s,t un- 
abhängig) bzw. s,t,&,n,&,n' (wenn s’,t' unabhängig). Wiederum ergänzen nur die 
Integralflächen partieller Eliminantensysteme dritter Ordnung einander im allgemeinen 
Falle zu Bäcklundschen Flächenpaaren, und zwar ergeben sich jetzt vier partielle Diffe- 
rentialgleichungen dritter Ordnung für das Funktionenpaar £(s, t), n(s, t) einer Fläche £ 
durch Elimination von 32 gestrichenen Variablen s’,t',..., 7,.„ aus den 36 Gleichungen 


| TE le SE na nl oe 
GC“ = 0, 60 = 0, GO = 0, C® = 0,60 =0,6® =0, i=1,2,3,4,5,6 


und ebenso vier partielle Differentialgleichungen dritter Ordnung für das Funktionenpaar 
E(s’,t'), n’(s’,t') einer Fläche £’ durch Elimination von 32 ungestrichenen Variablen 
8, 1,2... N, aus den 36 Gleichungen 


G® = 0, 60 = 0, GP = 0, 60, = 0, CO, = 0,C9,=0, i=1,2,3,4,5,6. 


Nach dieser Verallgemeinerung der geometrischen Interpretation kommt es jetzt auf 
eine den Erfordernissen der Gasdynamik angemessene Spezialisierung der Bäcklundschen 
Transformationen (5) an. 


$ 2. Reduktion auf lineare homogene Eliminanten erster Ordnung. 


Um zu einer praktischen Anwendung Bäcklundscher Transformationen auf die 
Differentialgleichungssysteme der (ebenen) Gasdynamik zu kommen, beziehen wir die 
Flächen £&, 7 und €’, n’ des vierdimensionalen Raumes auf ein gemeinsames Parameter- 
system und setzen: 

= 5—!=0, Ger —t'=0. 


4) Vgl. A. V. Bäcklund, Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, Mathematische 
Annalen 17 (1880), S.285; Zur Theorie der Flächentransformationen, ibidem 19 (1882), S. 387; Zur Trans- 
formationstheorie partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Lund Universitets Arsskrift 31 (1920). 
Die Bäcklundschen Transformationen (4) bestehen aus 4 Gleichungen für 5 Unbekannte, z.B. r’, y',z', p',q'. 
Durch Differentiation (z. B.) nach x und y kommen weitere 8 Gleichungen, aber auch weitere 7 neue Unbekannte 
hinzu. Erst durch abermalige Differentiation (z. B.) nach z und y erhält man mehr Gleichungen hinzu (nämlich 12) 
als Unbekannte (nämlich 10) und damit insgesamt 24 Gleichungen für 22 Unbekannte. Analog bilden die Bäcklund- 
schen Transformationen (5) ein System von 6 Gleichungen für 8 Unbekannte. Nach einmaliger Differentiation 
(z. B.) nach s und ? kommen 12 Gleichungen und 10 Unbekannte neu hinzu. Erst nach zweimaliger Differentiation 
(z. B.) nach s und { erhält man insgesamt mehr Gleichungen (nämlich 6 + 12 + 18 = 36) als Unbekannte (nämlich 
8+10+ 14 = 32). 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 3/4 28 





178 Pinl, Ch. Loewners Transformationstheorie der partiellen Differentialaleichungen der Gasdynamik. 


Die verbleibenden vier der Gleichungen (5) setzen wir homogen linear an und schreiben 
sie als ein System von zwei Matrizengleichungen in der Gestalt: 


u =&=RL,+TL,+ACHC, RT 
(6) +0. 
G=u=SW +WE+BE+De, SW 


Dabei sind die Elemente «/, B}, Yi, 64, 0%, ch, 7), @,, der Matrizen A, B,C,D, R,S, T,W 
im allgemeinen Funktionen der Parameter s und t (A, u = 1,2). Die Matrizen C und D 


spezialisieren wir jetzt weiter so, daß sie der Bedingung 
D,—C+DC—CD=0 


genügen. Dann reduziert sich das Eliminantensystem für die Funktionen £&(s, ti) und 
n(s,t) (der Integrabilitätsbedingung {,, = £}, entsprechend) auf die partielle Matrizen- 
differentialgleichung zweiter Ordnung: 


N Sa + W—Riua—Tu+(s—Rı+B+DR—CS)L 
+W,— T—A+DT—CW&u+(DA—CB+B—A)i=0, 


welche zwei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung darstellt. Um deren Ord- 
nung weiter zu reduzieren, unterwerfen wir die Matrizen R, 5, T,W den zusätzlichen 
erlaubien Bedingungen 


(8) W=RS=T=0, +0. 
0 W 


Sie reduzieren die Bäcklundschen Transformationen (6) auf 





GW +ACHeH = WEHACHOL A=— WC, C=— WA, 
(9) W=W". 
G=W&+BC+ DE, G=Wü+BU+DT,B=—W"D,D=-—W"'B, 











Um ein explizites Auftreten der Matrix £ der abhängigen Funktionen £(s, t), n(s, t) zu 
verhindern, verlangen wir noch das Bestehen der Bedingung: 
B,— A. +DA—CB=0 
und erhalten das Resultat: 
Die Bäcklundschen Transformationen (9) verwandeln das lineare homogene System 
erster Ordnung 





(-W:+B+DW) u +(W,— A—CW) &. = 








in das lineare homogene System erster Ordnung 





Wi + B+DWIEH+W—A—CW)U=0 











und umgekehrt, wenn die Koeffizienten A, B, C, D bzw. A’, B',C', D’ den Bedingungen 


D,—C,+DC—CD=0 D,—G +DC’—CD=0 
(10) bzw. 
B,— A, + DA—CB=0 B—A+DA—CB =0 


genügen. 








sl 


(n 
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Da die Matrizen A’, B’, C', D’ aus A, B, C, D durch Multiplikation mit der inversen 
Matrix W-! hervorgehen, sind die Bedingungen (10) sechszehn Bedingungen für zwanzig 
Elemente «4, ß}, y}, 6), ®,. Man kann daher noch vier weitere Bedingungen in geeigneter 
Weise hinzunehmen und noch immer unendlich viele Lösungen für die Differentialglei- 
chungen (10) erwarten. Wir wählen für diese vier weiteren Bedingungen die Matrizen- 
gleichung 

AB'= CD", 
welche aus den beiden Matrizengleichungen 

(11) A=HB,C=HD 
durch Elimination von H hervorgeht. Jetzt ergeben die Bäcklundschen Transformationen 
(9) die Matrizengleichung: 

u— Hu =Wi,—HW; 
und verwandeln insbesondere die Matrizendifferentialgleichung 
u=HL 
in die Matrizendifferentialgleichung 
&, = W'HWL.. 
Da dieses letzte Resultat aber mit 
(-W.+B+DWL+W,— A—CWLu=0 

äquivalent sein muß, folgt 

(12) W,— HB— HDW = (W,— B— DW) W"'HW. 


Berücksichtigen wir noch in (10) die neu hinzugekommenen Beziehungen (11), so ergibt 
sich zusammen mit (12) für die Matrizen B, D, W das Cauchy-Kowalewskische System 





D,— (HD), + DHD— HD: =0, 
(13) | 3, — (HB), + DHB—HDB =0, 
W,— HB— HDW = (W,.— B— DW) W-'HW 











(mit vorgegebener Matrix #H) und man erhält das Resultat: 


Genügen die Matrizen B, D, W dem Cauchy-Kowalewskischen System (13), so trans- 
formiert die Bäcklundtransformation 


u=W%,+HBZ+ HD, =W&+BIE+DY 
das System £, = W'HWL, in das System &, = HL. 


Das Cauchy-Kowalewskische System (13) enthält 12 Gleichungen erster Ordnung 
für 12 unbekannte Funktionen der beiden unabhängigen Veränderlichen s und t. Den 
Integralflächen dieses Systems kann im Rahmen des Existenzsatzes eine Anfangskurve 
t=t(s) vorgeschrieben werden, längs welcher sich die 12 Lösungsfunktionen auf vor- 
geschriebene Funktionen einer Variablen reduzieren. Die Lösungen des Systems (13) 
hängen also noch von 12 willkürlichen Funktionen einer Veränderlichen ab trotz der 
zahlreichen einschränkenden Bedingungen, welchen die zugelassenen Bäcklundtransfor- 
mationen unterworfen worden sind. 

3* 
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Im Gegensatz zu den bekannten Eigenschaften der Berührungstransformationer: 
reicht die Anzahl der definierenden Relationen einer Bäcklundtransformation, z. B. im 
dreidimensionalen Raum gegeben durch 


AT Pe a cc r ! - . 29 
FEB FL, KT PT) > u = tl, 2, 3,6, 
nicht aus, um zusammen mit einer zweiten solchen 
Mi)! Bi ee Te | m „nn Bi ee qı« 
Fa 4.2, re) tl, = l,2, 3,4 


etwa durch Auflösen nach x’, y’,z', p',q’ der ersten und Einsetzen in die zweite eine 
„resultierende‘‘ Bäcklundtransformation 


Go) m ir SR a Re . c Y 
FRE I U a eo ah 


zu gewinnen (im Falle von Berührungstransformationen bestünde i, =i,=1,=1,2,3,4,5). 
Ähnlich wie im Falle der Berührungstransformationen kann man auch im Falle von Bäck- 
lundtransformationen nach E. Goursat °) assoziierte Pfaffsche Formen zu deren Charak- 
terisierung heranziehen. Während jedoch z. B. die Invarianz der Paffschen Form 


dz — pda — qdy 


im Falle von Berührungstransformationen des dreidimensionalen Raumes deren Gruppen- 
eigenschaft garantiert, bilden die Bäcklundtransformationen keine Gruppe. Auch führen 
zusätzliche Forderungen nach invarianten Berührungen höherer Ordnung (Oskulationen 
usw.) stets wieder auf Berührungstransformationen zurück, wie bereits A. V. Bäcklund 
und S. Lie erkannt haben ®). 


Gleichwohl hat Ch. Loewner Bedingungen untersucht, unter welchen eine einpara- 
metrige Matrizenschar  (s, t; r) eine Fortsetzung einer Lösung {(s, t; r) der Differential- 
gleichung Z£, = H(s, t; r), die für einen speziellen Wert r’ des Parameters r aus dem 
Intervall ,<r<r, gilt, für alle Werte r des Intervalls gestattet, und ist auf diese 
Weise zu einer Theorie infinitesimaler Bäcklundtransformationen vorgedrungen ’). 


$ 3. Die aerodynamisch wichtigen H-Matrizen. 


Auch die endlichen Bäcklundtransformationen (9) sind für aerodynamische Pro- 
bleme noch zu allgemein. Für die Matrizen H der Theorie stationärer ebener wirbelfreier 
kompressibler Strömungen verschwinden die Elemente der Hauptdiagonale, und die der 
Nebendiagonale hängen nur von einer der beiden unabhängigen Veränderlichen ab. Die 
zweite dieser Eigenschaften bleibt erhalten, wenn man annimmt, daß die Koeffizienten 
der Bäcklundtransformation (9) nur von einer Veränderlichen, etwa s, abhängen. Dann 
verwandeln sich die Gleichungen des Cauchy-Kowalewskischen Bedingungssystems in ein 
System von drei Matrizen- bzw. zwölf gewöhnlichen Differentialgleichungen, dessen 
Lösungen nunmehr von zwölf willkürlichen Konstanten abhängen. Von diesen Lösungen 


5) Vgl. E. Goursat, Sur le problöme de Bäcklund et les systemes de deux &quations de Pfaff, Annales de la 
Facult& de Toulouse (3) 10 (1918); Sur quelques transformations d’&quations aux derivees partielles, Bulletin des 
Seiences math&matiques (2) 46 (1922), p. 370; Le Probleme de Bäcklund, M&morial des Sciences, Fascicule VI, 
Paris 1925. 

®) Vgl. 5. Lie, Gesammelte Abh. Il,, 810—811; Leipzig 1937. 

?) Vgl. Ch. Loewner, Generation of solutions of partial differential equations by composition of partial 
infinitesimal Bäcklund transformations. Journal d’Analyse Math&matique 2 (Jerusalem 1952), pp. 219— 242. 
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sind aber nur die von Interesse, für welche auch die erste Eigenschaft der aerodynamisch 
wichtigen //-Matrizen erhalten bleibt®). Dazu genügt es die Matrix W als Diagonal- 
matrix anzunehmen. Denn dann gilt 


0. 
w ri zu e =. A yW - ©; 
5 { 
“ ” har = 0 
[Dy 


so daß die Hauptdiagonalelemente für beide der durch die Bäcklundtransformation ver- 
bundenen Systeme 
= 5, : W'HWL, 


>. u 
verschwinden. 

Im Falle von Differentialgleichungen £, = W 'HW{L,, welche sich in die Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen transformieren lassen, gilt, wenn wir einfacher 


©, = ®l, @, = @3 schreiben: 
E 
v0 04 ) © 
[#3] fl N 
W-'"HW ‚ ö ( is ri u i I a 
z — (7) 72) 
0 j ne 0 i 
[OP 2) j 


Diese Differentialgleichungen sind also von der Form: 





1 
(A) &,=on, mM=— — 


) 











Da die Matrizenelemente nach Voraussetzung nur von s abhängen, reduziert sich das zu- 
gehörige Cauchy-Kowalewskische System (13) auf das System gewöhnlicher Matrizen- 
differentialgleichungen 


(14) D, + DHD— HD: =0, B,+ DHB— HDB=0, 
W,— HB— HDW = — (B+ DW) W*'HW. 


Die allgemeine Lösung dieses Systems hängt von zwölf willkürlichen Parametern ab. Eine 
sechsparametrige Teilschar liefert der Ansatz 


us - ($ „>? (0 "4 m n - 


Führen wir für die Matrizenelemente Ah,, noch die Bezeichnungen Ah, = hyz, ha = Az, ein, 
so ergibt sich aus (15) 


puD = (,, **\, un - 


h,ö, 0 (n.0,0. 0 


und daher für die erste der Matrizengleichungen (14) das System 


(16) = + 1,6? — h,ö,6, = 0, + 2 — h,6,6, = 


®) Diese Eigenschaft bringt die Möglichkeit, die Differentialgleichungen aus einem Variationsprinzip ab- 
zuleiten, zum Ausdruck, vgl. 2), S. 16. 
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Durch Multiplikation der ersten der Gleichungen (16) mit ö,, der zweiten mit ö, und 
Addition folgt - (8,6.) = 0. Wir können demnach das Produkt ö, ö, durch die Konstante 


— a ersetzen und erhalten damit aus der ersten der beiden Gleichungen (16) für ö,(s) die 
Riccatische Differentialgleichung 
(17) 5 +h,ö?+ah, =. 


Ist a + 0, so wird die zweite der Gleichungen (16) durch ö, = 5 befriedigt. Ist jedoch 
1 


a = (), so ist auch ö, = 0, wenn 6, + 0. Sind auf diese Weise die Elemente der Matrix D 
durch Integration der Riccatischen Differentialgleichung (17) ermittelt, so kann man sich 
der Bestimmung der Elemente der Matrix B der zweiten Matrizengleichung im System 
(14) zuwenden. Zunächst berechnet man 

0 Alöıkı — ch), 


DHB—HDB= 
(_ Ba(öıha -- Özhı) 0 


Damit ergibt sich für die zweite Matrizengleichung des Systems (14) das System: 


(18) = + (djhe — dehr) Pı =, = Ber: (dıh, — öshı) Ba =. 
Der Vergleich von (48) mit (16) zeigt: 

Sind die Elemente der Matrix D bekannt, so können diejenigen der Matrix B ohne 
weitere Integration unmittelbar angegeben werden. 

Beweis: im allgemeinen Fall a + 0 sind ö, und ö, nicht beide gleich Null, und die 
Lösungen von (16) und (18) unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor: 


Bı = Cıd1 Pa = Cada; Cı, €, konstant. 


Im Falle a = 0 und etwa 6, = 0, 6, #0 gilt 
c 
ßı = 3. ‚ Ba = C2Ö;. 


2 
Im Falle 6, = 6, = 0 gilt 
Pı = 1, =: 


Die dritte der Matrizengleichungen (14) erheischt die Berechnung der folgenden Matrizen- 


produkte: 
= B=(, 1, A ‘5, Pr. ey 0 ) 
0 haßı)' 
0 e E 6, 0\ (do, 0 
RN VO I ‚(6 ) u ( 0 un 
BE 
W'"HW= (} Es u 2 En '@o, 
0 ni 
@; 
sg © 
Pıha - 0 
B(W"'HW) u ” n[® h, O7 Pr 1'72 sa 
[N 
: a, 0 
ig 0 ö, Rn 3 % .) ro 6,h,w, 0 ) 
DEW = e 5 h, 0 0 @ -( 0 Ö,h, wg 
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und führt auf die Differentialgleichungen 


d ’ , 

z — hıße — hıdew, + Pıhe = + d,hw, =U, 
19 
. do, ' 0 | 

ze h.ßı — rdıw + Pehı 0; + ho, =. 


Multiplikation der ersten der Gleichungen (19) mit &,, der zweiten mit &, und Addition 
ergibt 


de d 
a @-+ wı L - ds (0, @;) -0, d.h. wo, =b. 


Da W nicht singulär ist, ist die Konstante b notwendig von Null verschieden. Somit kann 
auch das System (19) auf eine Riccatische Differentialgleichung für &, oder &, zurück- 
geführt werden, und man erhält etwa aus der ersten der Gleichungen (19) 


(20) — + a 0 + (die — Örhı) ı —hıßr = 0, 

indem man w, durch ersetzt. 
1 
Wir betrachten jetzt die erhaltenen Riccatischen Differentialgleichungen im Cauchy 

Riemannschen Falle h, = 1, h, = — 1. Aus (17) und (20) folgt 

(21) = — HI +a=l, = — . or — (6, +6), —B—=0. 
Eine spezielle Lösung der ersten der Gleichungen (21) ist (wegen a = — ö,ö,) durch 
6, = 6, = (0 gegeben. Mit dieser Lösung wird auch die zweite Gleichung (21) elementar 


integrabel. Zunächst erhält man mit willkürlichen Konstanten 4, = Fa ‚s=ß, de 


Differentialgleichung 
— 4,0 — ı,=0 
und aus dieser die folgenden drei- bzw. zweiparametrigen Lösungsscharen: 


(la) = Acothals—s,), (Ib) w®, = Atgh als—s,), sign A, + sign },, 


(II) 0 = Atgals— s,) ‚ sign 4, = sign },, 
1 . 
(IIla) o, = ey (IIIb) ®, = as + ß ‚4, oder, =0; 


A,&,$,, ß willkürliche Konstanten. 


Da stets »,w, = b gilt, erhalten wir für den Quotienten » = . die Ausdrücke 
1 





o= (Ctgh?’als— 5), ® = C coth? a(s — s,) 
(22) o= ( cot?a(s— s,), 
o= + (as + P)*, = +(as +)", 











worin auch € (in den ersten drei dieser Gleichungen) eine beliebige Konstante bedeutet. 


Jede dieser Funktionen w(s) führt auf eine drei- bzw. zweiparametrige Schar von Diffe- 
rentialgleichungen (A), die in die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen trans- 
formiert werden können. 
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Im Falle von Differentialgleichungen {£, = W "'HW{L,, welche sich in solche (2) 
transformieren lassen, aus welchen die d’Alembertschen Gleichungen (3b) hervor- 


gehen, gilt 
0 © 
_ 01 ee. e_ 
m (, 0): W'"HW= 4 ) 


[7] 0 


Diese Differentialgleichungen sind also von der Form: 





(B) ; = N, N = = & 


o 











Für &(s) können dieselben Ausdrücke verwendet werden wie für die Differentialgleichungen 
der Klasse (A). 


Im Falle von Differentialgleichungen {, = W"'HW£L,, welche sich in solche (2«c) 
transformieren lassen, aus welchen die eine oder die andere Form der Differentialglei- 
chungen (3c) von Tricomi hervorgeht, gilt z. B. 


h 0 
u (2,0), wear (- ei 


Diese Differentialgleichungen sind demnach von der Form 





(C) &,= on, M=— R & 











Für &(s) ergibt sich in diesem Falle die Riccatische Differentialgleichung 
do, 


hs —=0, (h, = h,y,=ß) 


b 


und — sobald eine der beiden Konstanten A,, A, verschwindet — die elementare Lösung 


0,=0as+ ß, A,=0; a, ß willkürliche Konstanten, 


ru RT 5» Aa 0; a, ö willkürliche Konstanten. 
Entsprechend gewinnt man für &(s) in (C) die beiden Ausdrücke: 
+41 
o= + (as? + ß)? bzw. & = (xs + Be ' 


Die Transformation der unabhängigen Veränderlichen 


de. J »(o) de, 1 


verwandelt die Differentialgleichungen (C) in die bisweilen zweckmäßigere Form: 





(C*) Er = Mer Nee = — 0* (S*) Eur |- 











Dabei gilt, wenn » durch + (as + ß8)-? gegeben ist: 


s*+ 


+8 EP —s) 
EN) 


— Blos+B) ” 
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$ 4. Zustandsgleichungen. 


Sind qg und d Polarkoordinaten in der Hodographenebene, so bestehen in diesen 
unabhängigen Veränderlichen für die Potentialfunktion ® und die Stromfunktion Y einer 
ebenen stationären adiabatisch kompressiblen Strömung die Differentialgleichungen 

— 2 
ec %,= 9, M=-— 

0q 4 
Dabei sind sowohl die Dichte o als auch die lokale Machzahl M Funktionen des Ge- 


schwindigkeitsbetrages g allein. Nun seien in der Hodographenebene neue Koordinaten s 
und £ eingeführt: 


(24) s=s(g),i=—Ö, 


g do 


(23) d, = % 


wobei die Funktion s(g) durch die gewöhnliche Differentialgleichung 


1— M?: dq q ds 
25 = 
ag a ds od 
definiert wird. Mit den Bedingungen (25) verwandelt die Transformation (24) das System 
(23) in ein System vom Typus (A) 


/A— M: 
(26) Pd, = &(s) Y. v_=— 1 ®:; o(s) = yi M 2 ? ds 


@(s) 0 


dessen Gleichungen durch die Bäcklundtransformationen von $ 3 in die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen verwandelt werden können. Dabei stehen für »(s) die 
Funktionen (22) zur Verfügung. Ersetzen wir die unabhängige Veränderliche g durch 
z = lgg, so verwandelt sich die dritte der Gleichungen (26) in 


1 ds yi — M: ds 
27 —— Er — } #& = ° 
27) on o dx m o(s) dx 


Damit ergibt sich nach Elimination von o und der lokalen Machzahl M aus (25), der 
dritten der Gleichungen (26) und (27) 


ds \-! el 1 ds\dx 
de) dx \w(s) u) 


(ds\-ı d 4 ' ds\2 /ds\-ı 1A ds 
er — os) (4) ds (oJ ar) r oe) dx) o(s) dx? ’ 


M®: = — gw(s) 


1 do ds  /ds\-! ds ds \? d(lg g)\-? ds \? 
— 2 == — __ 222 0° = 
Pi ae ae te) 
oder: 
d?s ds \’ 1 dw /ds\? ds 
Fun es an 
(28) (ar) Biel” m 
Durch (28) erscheint s als Funktion von x = lgg bestimmt und ebenso z (der Koeffi- 
x 
s 1 do. 
zient ia & ist bekannt). 


Jede Lösung s(lg q) der Differentialgleichung (28) verwandelt die Gleichungen (27) in 


1 ds(Igg) _ pl; 
leg) digg) , "chem Hüfe der Ber- 


noullischen Druckgleichung auf eine Druckdichtebeziehung führt. Wegen M <A ist diese Methode 


eine Dichte-Geschwindigkeiütsrelation oe = 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 8/4 24 
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auf Strömungen des Unterschallgebietes beschränkt. Die Integration der Differentialgleichung 
(28) kann auf die der Riccatischen Differentialgleichung 
dr dig w dx 
rei (el 
zurückgeführt werden. 
Unter den Funktionen w(s) ist in (22) als Spezialfall ® = const enthalten. Mit 


c ergibt sich in diesem Falle aus (27) und (28) 


| ds do ®  ,\ digg ee 
ET ge de =e| de o(e®t—e) 

und nach (elementarer) Integration mit Hilfe der Bernoullischen Druckgleichung eine 

lineare Druckvolumenrelation. 

Die Notwendigkeit, die hier entwickelte Methode in ihrer Anwendung auf Strö- 
mungen des Unterschallgebietes zu beschränken, rührt von dem Auftreten der quadra- 
tischen Irrationalität /1 — M®in (26) her. Demgegenüber führt die Transformation (24) 
zu einer Erweiterung der Methode auf die Behandlung von Strömungen gemischten 
Charakters (des Unterschall- wie auch des Überschallgebietes), wenn man die Neben- 
bedingung (25) durch die Beziehung 


ds ) 
29 = * 
(29) ut 
ersetzt. Denn mit (24) und (29) ergibt sich aus (23) 
g do 
a  - 
(30) Bd, = wr(s)P,, Dd= —VY,, w*(s) = "u = 08 ‚M=1 


Die in das System (30) eingehende lokale Machzahl M ist nicht mehr auf die Strömungen 
des Unterschallgebietes beschränkt. Dieser Umstand läßt erwarten, daß die Gleichungen 
(30) in solche (C) oder (C*) transformiert werden können, aus welchen durch Elimination 
einer der beiden unbekannten Funktionen ® bzw. Y eine partielle Differentialgleichung 
von Tricomis Typus für die andere hervorgeht. Tatsächlich erhält man durch die Sub- 
stitution bzw. Identifikation: 


s=s,1=—1,t=/Y,y9=6 


aus (30) ein System voın Typus (C*). Auch die Differentialgleichung (28) hat ihr Analogon 
in der Gestalt 


ds ds ai. [ @ ) 
(31) da "du O1 un. 
und kann durch die Substitution r = = auf eine Riccatische Differentialgleichung 
= = 7? — o*l(s) 


reduziert werden. Auch hier führt jede Lösung s=s(x) = s(lgg) der Differential- 


gleichung (31) mit Rücksicht auf (29), d.h en = o, aufeine Dichte-Geschwindigkeits- 
relation o = o(g) und mit Hilfe der Bernoullischen Druckgleichung weiter auf eine Druck- 


Dichterelation. Analoge Ergebnisse erhält man im Gebiet reiner Überschallströmungen 
bei Verwendung der Differentialgleichungen der Klasse (B). 











na pp > > 


|- 


[- 
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Die hier von der entwickelten Transformationstheorie gelieferten zahlreichen Druck- 
Dichterelationen haben gegenüber den von der Thermodynamik gelieferten physikalisch 
wirklichen Druck-Dichterelationen den Charakter von Approximationen. Man hat daher 
in jedem einzelnen Falle die Güte dieser Approximation an den thermodynamisch vor- 
liegenden Verhältnissen zu prüfen. Dabei kann man (z. B. im Unterschallgebiet) von den 
Potenzreihenentwicklungen in g? für 0, M und » ausgehen und die Güte der Approxi- 
mationen numerisch-tabellarisch verfolgen. Indessen liegen diese Betrachtungen der 
eigentlichen Transformationstheorie, über die hier berichtet werden sollte, zu fern ®). 

Was die Transformationstheorie selbst betrifft, so kann man versuchen, diese auch 
auf den Fall der Gasdynamik von dreidimensionalen Strömungen auszudehnen. Dann 
handelt es sich allgemein um Bäcklundsche Transformationen der Form 


() ey! gt ’ ' PR. 2. E 2 94 
F"(&,, %, %;, 2, Pı» Pa» Ps; %ı, I, 2 2, Pi Pa» Pa) = 0, ı=1,2,3,4,5 


für fünf unbekannte Funktionen z,, 25, %;, z', z (wenn die unabhängigen Veränderlichen 
durch z,, X,, x; gegeben sind) bzw. fünf unbekannte Funktionen z,, 23, 2, 2, 2’ (wenn die 
unabhängigen Veränderlichen durch x,, x;, x; gegeben sind). Der Spezialfall 


; PER (2) _— m’ Bun () — m’ 
FF =. —2., =0,9 =... =-0,F" =, —,=(, 

‚25 ’ Pr | a er Pe 
F"= %112,, + &ı22,, + %132,, — &po2 + Bı12,, > Pı22,, nz Pıs2,, — Buor=l, 
5) ’ ’ ’ ee 
F® = Og12,, + &g92,, + &g52,, — a2 + B2ı2,, + P2e2,,+ Pas2,, — Paz = 0 


wurde von D. Resch behandelt. Dabei wird ein bemerkenswertes Beispiel partieller 
Differentialgleichungen angegeben, welche durch Bäcklundtransformationen, aber nicht 
durch Transformationen ihrer unabhängigen oder abhängigen Veränderlichen einander 
zugeordnet werden können. Doch wird auf Probleme der dreidimensionalen Gasdynamik 
nicht eingegangen!®). Dasselbe gilt von einer Untersuchung linearer Bäcklundtrans- 
formationen, die man W.T. Scott verdankt"). 


®) Vgl. 2), S. 35ff. 
10) Vgl. D. Resch, Some Baecklund transformations of partial differential equations of second order, 


Syracuse University Thesis, Syracuse 1950. — Das hier angegebene System FO = (0, i= 1,2, 3, 4, 5 entspricht 
dabei dem System (4) in $ 1. Die Analogie zu System (5) in $1 würde auf die Verwendung Bäcklundscher Trans- 


formationen vom Typus 


i re , a 1 . \ 
N) (2, Zp Zyı 3 Ep Sy pin, nr pP; 0 2 84, de Ei pi! nal 59) -Q,i=1 


führen. 
1) Vgl. W.T. Scott, Linear Baecklund transformations, OOR-Project No. 956, p. 79—92, technical report. 
Northwestern University, Evanston Illinois 1958. 
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The Exact Values of the Bloch-Landau Constants 38, |. 


By Cengiz Ulugay at Ankara. 





1. Definition. Let B, denote the least upper bound of the radii of all schlicht eircles 
contained in the Riemann surface generated by w = f(z) which is analytie in the unit eircle K 
and |f'(0)|=1. Then ® = min B, is the Bloch constant. 


Definition. If on theRiemann surface of f(z), |2|< 1, |f'(0)| = 1, no schlicht eircle 
of radius greater than B exists, then f(z) is called a Bloch function of the first kind. 


By omitting the word schlicht one gets the definitions of the Bloch-Landau constant 
& and the Bloch function of the second kind respectively. 


2. We are going to give the proof for 2, since the proof for ® is exactly the same 
except for a minor modification. 


Notations and Definitions. 


T* is the modular equilateral triangle inscribed in K. T,. is a modular triangle 
containing or passing through the centre of K. 


N* = {T}f}, i=1,2,..., is the network of modular triangles covering K and 
obtained by repeated symmetries with respect to the sides of 7*. 


f* is the normalized analytic function generated by the conformal map of 7* onto a 
straight equilateral triangle in which the centers of the triangles correspond. 

R* is the Riemann surface of f*. 

2* is the radius of the maximal circles contained in R*. 

Thus to 7* is associated the number %*. 

Consider in general the functional 


(4) F(T,.) = L*. 


It is defined as follows. We represent the totality of the triangles 7',. on 7*, i. e., to every 
T,. corresponds in 7* a single point {* and conversely. In particular to 7* corresponds 
£* = (0), the centre of K. We associate to T',. or, what is the same thing, to {* the number 
L* which is defined like 2*. In fact (1) can be written explicitely as 


u: 2° 
IF = ee la— ee) 


or 


do* 
me” 
which put in evidence the invariance property of L* through conformal maps of K 
onto K and symmetries with respect to arcs of cirele orthogonal to K. 


L* — Q* ds* = |dw* |, te K, 
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Because of symmetry, to obtain the totality of the numbers /* it suffices to let 
vary £* in 7* only. 

Our first fundamental result is then (ef. [1]) 

Theorem 1. L* is minimum and is equal to %* if and only ij T,„ ıs T*, or 
| /*’(£*) | (4 — | £* |?) is maximum if and only if &* = 0. 


3. We state also our second fundamental result (cf. [2]). 





Theorem 2. The Bloch functions of the first and second kind are normalized analytic 
funetions whose maps are boundaryless open Riemann surfaces with branch points of finite 
and infinite order. 

In the case of a Bloch function of the first kind branch points of any order would 
serve to fix the size of a Bloch cirele, whereas in the case of a Bloch function of the second 
kind branch points of infinite order would serve to fix the size of a Landau circle. 


The following theorem is also needed. 


Theorem 3. The Riemann surface R of a Bloch function of the second kind f(z) does 
not possess any branch point of finite order. 
Proof. It is based on a variation of the branch points of finite order. In fact let 


f)=2+ 


be a Bloch function of the second kind and a, a branch point of finite order. We let vary 
R by variing a, in some neighborhood N of a,. We introduce the parameter x by means 
of a conformal map of N onto K, |« | < 1, with a, going over into « = 0. 


We consider 


Q 
L= r = _ . 
Ir —I|L|9 
By definition, L=&% for £=0, «=0, i.e. |fi(£,«) |(1—|Z |?) is maximum for 
{=0,&= 0. Here f(£, «) is an analytie function of the independent variables |? |< 1, 
| | us, 


Hence by definition of 2, |f:(£, «);_. | must be maximum at the interior point 
«= (0) which is impossible by the maximum principle. 

This contradietion implies the theorem. 

4. We are now in a position to conclude. However before to proceed, it is convenient 
to introduce at this moment new conventions, viz. 

Letters which are not already defined will have the same meaning when these letters 
are affected with an asterisk. 

The symbol — will stand for a deformation. 

N= {T,},i=1,2,..., will denote a network of modular triangles 7, which just 
cover K. 

The last two theorems imply at once that 


R*=R 


and the existence of interior transformation in the sense of Stoilow implies that /* and f 
belong to a deformation class of normalized analytie functions w = F(z,1, O<ı si, 
say, such that 

F (2,0) = f*(2), F(z, 1) = f(2). 
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It follows that the correspondence between the set of numbers L* and Z is topologicäl. 
We recall that Z* and Z are defined at every point of the Riemann surface except at the 
branch points where it is assigned the value &. 

On the other hand the deformation R* — R can be so chosen that it can be asso- 
ciated a deformation of K onto K in which N* —N and in particular 7’ —T,, and it 
follows from the first fundamental result that 2 is uniquely determined in each T... 

Finally the expression |f’(£) |(1 — |£ |?) which appears in the definition of Z, 
being invariant with respect to symmetries, the foregoing uniqueness property yields at 
once the following concluding theorems. 


Theorem 4. N* = N, save for an arbitrary conformal map of K onto K. 

Proof. The following properties, i. e., 

(i) & is determined by £; € 7, say, with £ variing in T,, associated to & = {£,. 

(ii) Z is invariant through symmetries with respect to arcs of eircle orthogonal to K. 

(iii) & is uniquely determined within the totality of triangles containing & = 0, 

viz. by the triangle T and the point £ = 0 associated to it, 

imply that through a finite number of symmetries with respect to the sides of 7',, £; goes 
over into £ = 0 while 7, goes over into 7. Hence N is a network of modular triangles 
deducible from each other by means of symmetries with respect to the sides. 


Theorem 5. A Bloch function of the second kind is generated by the conformal map 
of a modular triangle onto a straight triangle whose repeated reflections in the sides just fill 
the whole plane. 

Proof. Let w=f(z) =2z-+ ''- be a Bloch function of the second kind. It maps 
two adjacent triangles 7, and 7,;,, onto two adjacent curvilinear triangles in the w-plane 
whose sides are analytic arcs. Denote by AB the common side of T, and T7,;,,. Let ab 
be the image of AB. Let {,€ T, and £, € T,.;ı be two symmetric points with respect to 
AB in the neighborhood of AB. To these points will correspond in the w-plane two points 
©, and w, which are symmetric in the general sense with respect to ab. By means of a 
conformal map of K onto K we take Z, into £ = 0, while T, and T,,, go over into two 
adjacent symmetric modular triangles and Z, into a point £, which is the symmetrie of 

— () with respect to the common side. We have 


(2) v= HF dAA—|E92+--- 
and 
o Lane 


Here ds, = |do, |, ds, = |dw, |; do,, do, are the hyperbolie differential elements at 


£o, &ı (or what is the same thing at £ = 0, Z,) respeetively and Z is the radius of the 
maximal circles contained in the Riemann surface once (2) has been normalized. 

But the points Z, and Z, being symmetric with respect to AB we have evidently 
at these points do, = do,. Hence from (3) it follows that ds, = ds,. As w is arbitrary it 
follows that ab must be a straight line. Similar conclusion holds for the other sides of 
the curvilinear triangle. Hence the Bloch function is generated by the conformal map of 
a modular triangle onto a straight triangle. As f(z) is analytic in X, the analytie conti- 
nuation across the sides of the straight triangle by means of Schwarz’ principle of reflec- 
tions implies that the latter triangle must be one the three types of triangles considered 
in an earlier work (loc. eit. [1]). 
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Similar results hold of course for the case B. However in this case a Bloch function 
of the first kind must be replaced by an approximating function obtained by replacing 
all branch points of infinite order by branch points of order n where this order is taken 
as large as we please. We thus obtain a Riemann surface with infinite number of sheets 
such that on every sheet there Iy n sheets. This Riemann surface is now compared with 
the Riemann surface generated by the conformal map of an equiangular equilateral 
ceircular triangle lying in and orthogonal to K, with interior angles equal to z/3n, onto a 
straight equilateral triangle. In this deformation each sheet is deformed into the corres- 
ponding sheet with branch points corresponding each to each. The concluding theo- 
rems are therefore the same for this approximating function and the ultimate result is 
obtained after a passage to the limit. 

We have thus shown that Bloch functions of the second and first kind belong to 
classes called class X and class ® respectively (loc. cit. [1]). There, it was found that 


8=-543..., B=-4719..., 


i.e., Bloch funetion of each kind is unique and is obtained by mapping conformally 
the modular equilateral triangle or the x/6-Schwarz triangle onto a straight equilateral 
triangle according the case. 
It should be observed that the use of the notion of fundarnental region has been 
avoided throughout the proof. Should this notion had been used theorem 4 should read: 
The fundamental region of a Bloch function of the second (first) kind is generated by 
a modular (Schwarz) triangle by means of repeated symmetries with respect to the sides. 


Literature. 


[1] €. Ulugay, On the Bloch-Landau Constants, Communications de la Facult& des Sciences de l’Universite 
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Fortsetzung von Gruppenhomomorphismen. 


Von F. Loonstra in ’s-Gravenhage, Holland. 





Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit wird folgendes Problem untersucht: Es seien A’, A, (0 
drei Gruppen mit homomorphen Abbildungen k, f, f derart, daß k(A) = A’, f(Q) = 4, 
f(@) = A’ und f’ = kf ist; außerdem seien die Gruppen B’, B, R gegeben mit den homo- 
morphen Abbildungen h(B) = B’, d(R) = B, d(R) = B’ und d’ = hd; schematisch: 


#-"- A B-*'-B 
ae Si U 


d’ 
u 2 
Es ist möglich, Erweiterungen G’(A’; B’), G(A; B), $(@; R) und außerdem drei homo- 
morphe Abbildungen g, t, t' derart zu bestimmen, daß gilt: 
1) g(@) = C/,1(5)=G,t!(S5)= GC; 
2)’ =gt; 
3) g induziert k und Ah, t induziert f und d, t’ induziert f’ und d’, also schematisch: 


Für den Fall, daß A’, A, Q abelsche Gruppen sind, ist es möglich, sich eine Über- 
G +----6 
sicht aller möglichen Lösungen > / zu verschaffen. Es wäre denkbar, anstatt der 
Ss 

angegebenen Dreiecke das Schema in der Form A’ AL Q,B' BB: R;f =kf,d = hd 
zu schreiben; man übersieht aber das ganze Problem dann nicht gut; überdies ist es nicht 
so, daß die Bestimmung der Gruppen G’, G, $ nach einem sich wiederholenden Ver- 
fahren von G aus G’ und von $ aus G erfolgt. 


$1. 
Es seien drei Erweiterungen G(A; B), G'(A’; B’), S(@; R) gegeben!) und außerdem 
drei homomorphe Abbildungen g, t, !' mit den Eigenschaften: 
#) g bildet G homomorph auf G’ derart ab, daß g eine homomorphe Abbildung k 
von A auf A’ induziert und also auch eine homomorphe Abbildung h von B auf B’; 


1) Unter einer Erweiterung @(A; B) der Gruppe A durch die Gruppe B versteht man eine Gruppe @ derart, 
daß A Normalteiler von @ ist und G/A isomorph zu B ist. Zwei Erweiterungen @, und G, von A durch B werden 
äquivalent genannt, wenn es eine isomorphe Beziehung zwischen G, und G, gibt, die A und B elementweise in 
Ruhe läßt. 
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ß) t bildet $ auf G derart ab, daß t eine homomorphe Abbildung f von @ auf A 
induziert und also auch eine homomorphe Abbildung d von AR auf B; 

y) t' bildet $ auf G’ derart ab, daß !’ eine homomorphe Abbildung f’ von Q auf A’ 
induziert und also auch eine homomorphe Abbildung d’ von R auf B'; 

ö) die Abbildungen g, t, {’ sind so beschaffen, daß !’ = gt gilt?). 

Es läßt sich sofort nachweisen, daß auch f’ = kf und d’ = hd gilt; für die Dreiecke 
(A’, A,Q) und (B’, B, R) gelten also Relationen analog wie für (G’, G, S): 

G(A;B)- *° G(A:B) et B'- 
v’ ? r j’ f ’ d’ d 
5(0; R) Q R 

Die Elemente von A bezeichnen wir mit {e,a,b,...}, die von B mit {e, o,ß,...}, 
die Elemente von A’ und B’ analog mit Strichen, die Elemente von Q mit {e,g,...), 
die Elemente von A mit {e,0,0,...}-. 

Man wählt in G’(A’; B’) ein Repräsentantensystem {g/.}, d.h. in jeder Neben- 
klasse « von A’ in G’ wählt man einen Vertreter g/., und dabei insbesondere g/. = e’ 
(e',e’ sind die Identitäten von B’ bzw. A’). Dann gibt es in G(A; B) ein analoges Re- 
präsentantensystem {g,.} derart, daß immer gilt 

(1) 8(8,) = g,, wenn h(«) = «’ ist, 
und außerdem ein Repräsentantensystem {s,} in S(Q; R) derart, daß immer gilt 

(2) t(s,) = gs, wenn d(o) = « ist. 


Man sieht dann leicht, daß auch immer gilt 


(3) t!' (s,) = g,, wenn d’(o) = «’ ist. 
Für die Repräsentantensysteme besteht demnach eine Beziehung 
, R q q > h 
we {8.) ” x 
5 ® ‚ wenn d 
t ‘ d d 


{Se} 0 
Jedes Repräsentantensystem zieht ein Faktorensystem nach sich: 
BE m (ai, Pf), mil; JE A 
Ga 95 = gu ' mla; P), m(a;P) €A, 
55 =" Mlo5 0), leo) EQ. 
Für diese Faktoren bestehen die Assoziativrelationen 
m(«ß; y) m’(a; ß) = m(a; By) m(P; y), 
wo 
m’(a; ß) = g,'m(a; ß)g, 
ist, und analoge Relationen für die anderen Faktorensysteme. Aus (1), (2) und (3) ergibt 
sich nun eine Relation zwischen diesen Faktorensystemen; es ist 


8(8.8,) = 8,85, 
also 


(4) k(m(&; B)) = m’(«'; ß'), wenn h(a) = «, h(ß) = ß'; 


2) Die Abbildungen werden von rechts nach links ausgeführt. 
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und analog 

(5) F(u(o; 0)) = m(a; ß), wenn d(e) = «, d(o) = ß; 

(6) f (u(e; 0))= m’(«'; ß'), wenn d (0) = «',d’(o)=f'. 

Wir deuten mit K,, Kı,. .. usw. die Kerne der homomorphen Abbildungen g,k,... 
usw. an; dann läßt sich einfach nachweisen, daß X, eine inG(A; B) gelegene Erweiterung 
K,(K4; K,) von K, durch K, darstellt, und ebenso ist K,(K,; K,) eine Erweiterung von 
K,durch K,und K,(A,; K,) eine Erweiterung von K,durch K,,. Es gilt K,< K,, K,< K,, 
K,< K,, denn aus se K, folgt t(s) = e, also gt(s) = !’(s) = e', d.h. se K,, usw. 

Es ist X, Normalteiler in X,, und ebenso X, Normalteiler in X, und X, Normal- 
teiler in X... Ist nämlich k, € K,, also t(k,) = e, so ist auch t(k,' k,k,) = e, also K, Normal- 
teiler in Ä,, usw. 

Zwischen K,, K, und K, besteht die Beziehung K,/K, = K,. 

Beweis: Man kann K, homomorph auf K, abbilden, wenn man dem Element X, 
das t-Bild 2(k,) = k,€ K, zuordnet. Es muß jedenfalls t(Ak,)e K, sein; denn es gilt 
gt(k,) = t'(k,) = e', also t(k,)€ K,. Diese Abbildung ist eine homomorphe Abbildung 
von K, auf K,; jedes Element A, hat nämlich ein Urbild, das durch !!’ auf ee 
abgebildet wird, also muß das Urbild in X, liegen. Der Kern dieser Abbildung ist X,, also 
K,/K, = K,. Auf dieselbe Weise zeigt man 

K,/K,>K, und K,/K,=K,- 

Die Repräsentanten {g,.}, {g.; und {s,} induzieren in A’ (bzw. A und Q) Auto- 
morphismen a’>g,'a'g, = 9,(@), a>g,'ag,= 9a), 9>3,'98,= y(Q). Die 
Abbildung g bildet a auf k(a)=a', p,(a) auf g(g,'ag,) = g} 'a’g,, = Y..(a’) ab. Ist 
k(a)=ki(b), so ist auch k(gla))=k(p,(b)); ist Ahle) = hf), so ist auch 
k(9s(a))=k(gs(a)). Der Homomorphismus g bildet also das Automorphismensystem 
{9a} ab auf das System {p/}: 

(7) 8(9.) = 9, wenn h(a) = «. 

Man findet also durch die Wahl der Vertreter {g,} ein System {m(«; 8); 9.} von Faktoren 
m(«; ß) aus A und Automorphismen 9, von A, so daß die folgenden Eigenschaften gelten: 
m(«ß; y)* P,(m(a; ß))= m(a; By) m(Pß; y), 9a ps = (m(a; P)) Pos; 
wo <m(«a; ß)> den durch m(«; $) bestimmten inneren Automorphismus von A dar- 
stellt. Ein solches System {m(«; 8); 9.} nennen wir ein für die Gruppen A und B zu- 

lässiges System. 

Auf dieselbe Weise sieht man 

(8) (yo) = 9x, wenn d(o) = x, 
und 

(9) !(yo) = 9%, wenn d’(p) = «. 

Man hat also für die von den Repräsentanten induzierten Automorphisınen in A’, A 
und @ das folgende Schema 
CA u (7 7 % 
/ i 


t t 


{ve} E 
Wir geben die Eigenschaften der von den Repräsentanten induzierten Auto- 
morphismen an: 








—. a © 


Lö: 


zul 





Er 34 (ee Tuer 
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4) Die Automorphismen {/g,} von A induzieren Automorphismen von K;,. Ist 
nämlich k(a) = e', so ist auch k(p,(a)) = glg,'ag,) = e, also p,(a)e K,. Ist acK,. 
so ist a= 9,(b) für b = g,.ag,' € K,- 

2) Für «€ K, wird der Automorphismus g,:a-g,'ag, durch die Abbildung % in 
die identische Abbildung a’ a’ übergeführt. Für «€ K, ist also k(a) = k(g,(a)); für 
x K, wird also jede Nebenklasse von K, in A durch 9, auf sich abgebildet, und die 
zu ihr gehörige Abbildung g;. in A’ läßt A’ elementweise invariant. Es folgt: Ist 
k(a) = k(b) = a’, h(a) = h(f) = «', so ist k(ya(a)) = k(95(b)). 

3) Auf dieselbe Weise gelten für die Automorphismen {y,} folgende Eigenschaften: 
Die {y,} induzieren Automorphismen von K,. Für e€ K, wird jede Nebenklasse von K, 
in Q durch y, auf sich abgebildet, und die zu ihr gehörige Abbildung 9, in A läßt A 
elementweise invariant. Es folgt: Ist f(g,) = f(g) =a, d(o,) = d(o,) = «a, so ist 
(vu) = Hy. (g))- 

4) Die {y,} induzieren auch Automorphismen von K,. Für o € K, wird jede Neben- 
klasse von K, in Q durch y, auf sich abgebildet, die zu ihr gehörige Abbildung g/,, in A’ 
läßt A’ elementweise invariant, und es ist für f’(g,) = f(g,) = a’ und d’(o,) = d’(o,) = «’ 
immer f’ (Y,,(9)) =f (9.,(9)). 

Bezeichnen wir die Elemente von G’ mit («’; a’), die Elemente von G mit (x; a), 
die Elemente von 5 mit (o; g), so folgt aus g(a; e) = (a’;e’) und g(e; a) = (e’; a’), daß 
g(o; a) = (a’; a’) für h(x) = «’, k(a) = a’ ist, und ebenso t(o; q) = (x; a) für d(o) = «, 
fg) = a, und !'(o; g) = (a’; a’) für d’(p) = «’, F(Q)=«'. 


82. 
Es seien nun umgekehrt A’, A, B’, B,Q, R gegeben und außerdem homomorphe 
Abbildungen k,Ah,f,d, f,d’ derart, daß k(A) = A’, h(B) = B’, f(Q)=A, d(R)=B, 
f(@Q)=4A', #(R) = B’ und außerdem f’=kf, d’ = hd ist; man hat also folgendes 


Schema: . 


at A B'-- B 


> RE az 
Q R 
Es ist möglich, drei Erweiterungen G’(A’; B’), G(A; B), S(@; R) und außerdem drei 
homomorphe Abbildungen g, t, t' derart zu bestimmen, daß gilt: 
1%) g(G(A; B)) = G’(A'; B’), t($S(Q; R)) = G6(A; B),  ($(Q; R)) = G’(A'; B'); 
2)’ = gt; 
3°) g induziert die Abbildungen k und A, t induziert f und d, t’ induziert f’ und d’. 
Man wählt dazu für G’ das direkte Produkt B’ x A’, für G das direkte Produkt Bx A, 
für $ das direkte Produkt A x Q und man definiert 
g(2; a)=(h(a); k(a))=(a’; a’), 1(e; g) = (d(e); /(gQ))=(a; a), 
(9) = (lo); Fl) (a; a). 
Wir wollen uns, falls A’, A, @ abelsche Gruppen sind, eine Übersicht aller möglichen 
Ra — 0 
Lösungen S LK verschaffen. 
S 
Setzen wir voraus, daß für A’ ein zulässiges System {m’(«a’; 8’); p,}, für A ein 
zulässiges System {m(«; 8); 9} und für Q ein zulässiges System {u(o; 0); y,} gegeben 
2b* 
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sei und G’(A’; B’), G(A; B), S(Q; R) die zugehörigen Erweiterungen seien. Wenn nun 
diese Systeme derartig gegeben sind, daß 

k(m(«; ß)) = m’(a'; ß’'), wenn h(«) = «,h(ß) = ß', 

f(u(e;0)) — m(a; ß), wenn d(o) = «a, d(o) = ß, 

f (u(e; 0)) = m’(a'; 8’), wenn d’(g)= «a, d’(o) = f', 


k(9,) = 9, wenn h(a) = «', 
yo) = Pa; wenn d(o) = «, 
f(y,) = Y; wenn d’(o) = di, 


so gibt es eine Lösung unseres Problems; man bezeichne die Elemente von G’(A’; B’) mit 
(«';a’) und (a’;a’) (B’; b’) = («’Pß’; m’(«’; ß’)(g}(a’))b’), die Elemente von G(A; B) 
mit (x;a) und (x;a) (ß;b) = (aß; m(«; ß) (ps(a))b), die Elemente von S(Q; R) mit 
(0; 9) und (059) (01; 91) = (eo1; (eo; 01) (Y,,(9)) 91) und definiere 

g(a; a) = (h(a); kla)) = (a; a’), 

t(o;g) = (do); f()) = (a; a), 

’(e;q) = (d’(o); F())= (a; a’). 
Solche zulässigen Systeme 


{m’ (a; B); 9}, mia; A); Pa}, (ale; 0); Y,) 

nennen wir verträglich. Man bekommt tatsächlich alle möglichen Lösungen des genannten 
Problems, wenn man die soeben formulierten verträglichen zulässigen Systeme aufsucht 
und für die homomorphen Abbildungen g, t, t’ die oben genannten Abbildungen wählt. 
Hat man nämlich eine Lösung unseres Problems, so findet man ja durch passende Wahl 
der Repräsentanten {g}.}, {g,}, {s,} drei Systeme {m’(a’; ß’); p,} {m(a; B); 9.}; 
{n(e; 0); yo), wo 

kim(a; B); 9} = im’(a; BP’); Pa), 

fiu(e; 0); yo} — {m(a; P); Pa}, 

f {nle; 0); y.} = {m’(a’; Pf’); 9} ist. 

Wir verabreden nun noch, welche Lösungen unseres Problems identifiziert werden 

sollen. Sind 


{m’(&; B); 9,3" mia; B); 9.) {m’ (a; 8); 9)" {mia; B); 9.) 
AUoR und Nu 
{u(e; 0); Ye} {n(0; 0); Ye} 


zwei Systeme von verträglichen zulässigen Systemen, so identifizieren wir die mit diesen 
Systemen übereinstimmenden Lösungen, wenn es drei Systeme {c’(«’)} e A’, {c(a)} € A, 
{c”’(e)}e€ @ derart gibt, daß immer gilt 
c’(a') = klc(a)) = k(e(ß)), wenn h(a) =h(P) = «, 
(1) c(@) = f(e(e)) = f(e”’(0)), wenn d(e) =d(o) = a, 
c’(«') = f’(e”(e)) = f’(e’’(o)), wenn d’(o) = d’(o) = «', 
und außerdem 
m’ (&'; B)= ce '(a’ß') m’(a'; B') plc (&’)) € (P'), 
m(a;ß) =c '(aß) m(a; ß) ps(c(a))c(ß), 
u(e;0) = ce" '(00) u(e;0) y.(c”(e))c”(o), 


' 


[# = (ec (a’)) P%%; [7 w <e(&)) Par Y Pr (ec (e)) Y: 











h« 


ul 


ve 
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Man sieht leicht, daß es für die Existenz von Systemen {c’(&’)}, {c(«&)}, {c’’(e)} mit den 
Eigenschaften (1) notwendig und hinreichend ist, daß man ein System von Größen 
fc’(o)} in @ findet, mit den Eigenschaften 

| f (e(0)) = f’(e’(o')), wenn d’(e) = d’(e‘), 


2 
) . f(e'’(o)) f(c’’(o')), wenn d(p) = d(e’). 


$3. 
Wir setzen nun voraus, daß die Gruppen A’, B’, A, B,Q, R gegeben sind mit den 
homomorphen Abbildungen 


k(A) = A', 10) = A, F(Q) =A, P =M, 
h(B)=B, d(R)=B,d(R)=B, d’= hd 
und außerdem ein System von Automorphismen {y,} von Q mit den Bedingungen: 
1) Y, induziert (für jedes oe € A) einen Automorphismus von Ä, und von K,; 
2) f(w,(Q)) = F(ys(g)), wenn d(e) = d(o), 
F (veld)) = F (yslq)), wenn d’(e) = d’(o). 


Erstens induzieren die Automorphismen {y,} ein Automorphismensystem {g,} 
von A’, wenn man die Abbildung g/, für f’(g) = a’ definiert durch 


9,.(a’) = f'(y,(g)), wenn d’(o) = «. 


Auf dieselbe Weise induzieren die {y,} auch Automorphismen {9,} von A, wenn man 
die Abbildung 9, definiert durch 


f{Q) = a, Pala) = f(yelgq)), wenn d(e) = a. 
Aber wenn man bedenkt, daß f’ = kf ist, so kann man auch die Abbildung 
a > 9,(a) = f’(y,(q)) 
bekommen, wenn man die Abbildung a— f(y,(g)) wieder mit Hilfe von k projiziert: Es 
ist nämlich 
k(9,(a)) = kflyl))= Fly) 7(a), 
wenn 


Fig) = kf(q) = k(a) = a’ und d’(o) = hd(o) = h(a) = a’ ist. 


Man überzeugt sich nun leicht, daß auch die {g,}-Abbildungen Automorphismen von K, 
induzieren. Wenn nämlich k(a) = e’ ist, dann beweisen wir k(g,(a)) = e': Ist k(a) = e’ 
und /(g) = a, so ist kf(g) = e', also f’(g) = e’ und ge K,. Es ist K, die einzige Unter- 
gruppe mit der Eigenschaft, daß für ihre Elemente g gilt kf(g) = e’. Wird ein Element 
ae A von k abgebildet auf e’, so gehört es K, an, und sein Urbild gehört zu Ä,. Die 
Elemente von K, werden also von f auf K, abgebildet, und dabei geht K,< K, in die 
Einheit e von Ä, über. Wenn also k(a) = e’ ist, so ist auch k(@,(a)) = e’ und es gehört 
(a) zu K,. Ist ae K,, so ist z.B. f(q) = a, y,'(g) = 91, f(qı) = b, und es wird b = g.(a). 
Die von Y, induzierte Abbildung 9, ist also eine Abbildung, welche einen Automorphismus 
von K, induziert. 

Weiter ergibt sich k (g,(a))= k (g,(a)), wenn h(«) = h(ß) ist. Es sei nämlich d(o)= «, 
d(o) = ß, dann ist d’(eo)=d'(o) = «, und wegen der Eigenschaften von f’ ist 
f (y,(g)) = f’(ys(g)). Aber dann ist auch kf(y,(g)) = kf(y.(g)), d.h. 


k(ga(a)) = k(Ys(a)) für h(x) = h(P). 
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Die Abbildungen {9} und {g,} sind also eindeutig bestimmt, wenn man ein System 
von Automorphismen {y,} (für jedes oe R einen Automorphismus von Q) hat mit den 
Eigenschaften: 


1) y, induziert (für jedes o € R) einen Automorphismus von Ä, und einen von K,; 


2) /K(yld)) = flv,(q)), wenn d(e) =d(o), 
(ya) = F (y,(g)), wenn d’(e) = d’(o). 
Es genügt also, für die Automorphismensysteme {9}, {9.}; {y,} nur das System {y,} 
zu fordern mit den Eigenschaften 1) und 2). Wenn dann außerdem ein System u(o; 0) € O 
gegeben ist derart, daß gilt 
f(u(e;0)) = F(ule’; 0’)), wenn d(e) =d(e'), d(o) = d(o’), 
f’ (u(e; 0)) == f’ (u(e’; 0')), wenn d’(e) = d’(e'), d’(e) =: d’(o’), 


so kann man das System {m(«, ß)} definieren durch 


f(u(e;0)) =m(«; ß), wenn d(e) = «a, d(o) == ß, 
und analog 
f (u(e; 0)) = m’(«'; ß’), wenn d’(e) = a, d’(o) =’. 
Es ist nun auch k(m(«; ß)) = k(m(«a,; 8,)), wenn h(«) = h(«a,) = «, h(ß) = h(ß,) = f’ 
ist. Es seien nämlich o, o,, o, o, derart, daß 
d(e) = «, d(o) = ß, d(e,) = &,, d(o,) = Pı. 


Aushd(o) = hd(e,) = «,hd(o) = hd(a,) = P’ folgt d’(0) =d’ (0,)= «und d’(0)=d’(o,)= Pf‘, 
also f (n(e; 0)) = f (u(a1; 0,)) = m’(«’; ß’); also ist auch 
k(m(«; 8)) = k(m(a,; ß,)), wenn h(«) = h(x,), h(ß) = h(P}). 

Auf diese Weise bekommt man also tatsächlich alle verträglichen zulässigen 
Systeme; mit Hilfe der Faktoren {u(o; 0)}, {m(«; 8)}, {m’(«&’; 8’)} und mit den Auto- 
morphismensystemen {y,}, {9,}, {9%} ist es dann möglich, Erweiterungen S(Q; R), 
G(A; B), G'(A’; B’) zu bestimmen: Elemente sind die Paare (o;g) bzw. (x;a) bzw. 
(«'; a’) und es gelten die Regeln 

(e; ) (e1; 1) = (ea1; ale; 01) (y,(9)) 9), 
(“; a) (15a) = (aa; m(&;&,) (9, (@)) a,), 
(«'; a’) (a1; a) = (aa; m’(a', ©) (9,,(a’)) a). 

Wir setzen nun voraus, daß A’, A und Q abelsche Gruppen sind. 

Welche besonderen Bedingungen muß nun eine homomorphe Abbildung © von R 
in die Automorphismengruppe () von Q erfüllen, damit man in Q ein System {y,} von 
Automorphismen bekommt mit den Eigenschaften: 
1° jedes y, induziert (für jedes o € R) je einen Automorphismus der Normal- 

teiler X, und K,; 


2° f(y,(Q)) = F(ys(g)), wenn d(e) = d(o), 


(A) | 
f (vl) = F(Yo(g)), wenn d’(e) = d’(o)? 


Die Automorphismen von Q, die K, und K, auf sich abbilden, bilden eine Untergruppe 
Q,, von (). Außerdem muß man noch fordern, daß die Abbildungen y, mit oe K,, 
jede Nebenklasse von X, in Q in sich überführen und daß ebenso die Abbildungen y, 
mit o€ K,, jede Nebenklasse von K, in Q in sich überführen. Daraus ergibt sich, daß die 
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Abbildungen y, mit o € K,. in einem Normalteiler Q,.r von Q,, und die Abbildungen 
y, mit oe K,in einem Normalteiler Q,.% von Q,,. liegen müssen. Solche Abbildungen 


gibt es immer, wenn man bedenkt, daß die identische Abbildung (d.h. jedes Element 
o € R wird abgebildet auf y, = identische Transformation von Q) den Forderungen genügt. 


$4. 
Wir wählen darum eine homomorphe Abbildung © von R in Q,, derart, daß das 
3ild der Normalteiler X, und K, in m. bzw. a liegt. Damit haben wir dann 
drei Systeme {9}, {p,}, {y,} von Automorphismen von A’, A, Q, so daß gilt 


h 
fe} 


. k = 
{p,)* {9,} {a’} - 
A 


\ 7 immer, wenn \ 
! l d’ 
{Yo} {o} 
Im Zusammenhang mit dem Folgenden schreiben wir die Komposition von A, A’ und Q 
additiv. Jedes o € R induziert einen Automorphismus g— go von Q derart, daß gilt 


(ı + g)o= gqı2 + 920 
g(eo) = (ge) 0; ge = g. 

Das letzte Problem betrifft nun die Bestimmung eines zulässigen Faktorensystems 
{u(o; o)}, das den Bedingungen 

(Bi u(go; 7) + (u(0; 0) T)= ale; or) + u(o; r), u(o; e) = ule;o) = e, 

(©) f(u(e; 0)) = F(u(e';0’)), wenn d(e) =d(e’), d(o) = d(e’), 

f (u(e; 0)) = f (u(e'; 0’)), wenn d’(e) = d’(e’), d’(o) = d’(e), 

genügt. 

Es sei {#(o; 0)} ein System von Größen aus Q derart, daß (C) erfüllt ist. Wenn nun 


auch {v(o; o)} ein zulässiges System von Faktoren aus Q darstellt, das der Forderung (C) 
genügt, dann genügt auch 


{— a(e;0)} und {u(e; 0) + v(e; o)} 


derselben Forderung. Es bilden .also diese zulässigen Systeme {u(oe; o)} eine abelsche 
Gruppe F,(Q; R). Ordnet man jedem Element o € R ein Element c”(o) € @ zu derart, 
daß gilt 


(D) ce —= f(c”(o')), wenn d(e) = d(e'), 
f (e’ (0) = f’ (c’’(e’)), wenn d’(o) = d’(e'), 
so ist auch 


{— €” (00) + €’ (0) + c(o)} 


ein solches zulässiges System. Diese besonderen zulässigen Faktorensysteme bilden eine 
Untergruppe 7,(Q; R) von F,(@; R). Wir wissen schon, daß zwei Systeme {u(o; o)} 
und {v(o; 0)} äquivalente Erweiterungen erzeugen, wenn es ein System von Größen 
{c’(e)} € Q gibt mit den Eigenschaften (D) und der Eigenschaft 


{u(o; 0) — v(e; 0)} = {— cd” (oo) + c’(e)a + c”(o)}, 


und der Definition der Gleichheit zufolge muß man die durch die {u(o; o)} bestimmte 
Gruppe mit der durch die {»(e; o)} bestimmten Gruppe identifizieren. Die {(e; o)} 
bestimmen eindeutig Lösungen {m(«; ß)} und {m’(x’; 8')}, während die {»(o;o)} die 
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Systeme {n(x; ß)} und {n’(a’; P')} bestimmen. Dadurch hat man zwei Lösungen 
G+-—G G- G 
N, und \ ,’ „welche man der Definition der Gleichheit zufolge identif- 
S 5 
zieren muß. 

Unser System von verschiedenen Lösungen (mit gegebenem Homomorphis- 
mus ©) steht also in eineindeutiger Beziehung zu den Elementen der Faktorgruppe 
F,(@Q; R)/T,(@; R). Zur Bestimmung eines Systems {w(o; o)} mit den Eigenschaften (() 
benutzen wir die Kohomologietheorie. 
$>. 


Es sei F(o,, 03, - - -,2n) eine n-dimensionale Kokette der Veränderlichen o,,.. ., 0, 
in R mit Werten in @. Wir nennen insbesondere F(o,,..., 0„) eine zulässige z-dimensionale 
Kokette, wenn gilt 

I Ples--&))=FlPlo,.:,)) tür de)= die); i=1,2,..,8, 
(Fly: @)) = P(Floy...,0)) für de) = dla); i=1,2,...,n. 
Für (F+6G) (vo, - - -, 0%) = F(o1, - - -, 02) + G(01,- - -, 0%,) ist die Summe zweier zu- 
lässiger n-dimensionaler Koketten F und G wieder eine zulässige Kokette; mithin bilden 


die zulässigen n-dimensionalen Koketten F(o,,.. ., 0.) eine Untergruppe C?(R;Q) von 
C”(R;Q). Die nulldimensionalen Koketten — auch die zulässigen — sind die Elemente 


von 0: C{R;Q) = CI(R;Q) = Q. 
Jeder Kokette F(e,,- - -, 0n) ist ein Korand (öF) (01, - - -, On, On+1) zugeordnet: 
(ÖF) (01, - - +» On+ı) n 


F(o,, ...- On+ 1) +2 au 1)*F(o,, 02, + + +, Ok-1 OkOk+ 17 * + On+1) 
k=1 + (— 4)" +1 F(o,, .„.. On) On+1- 


Ist insbesondere F(o,, - - -, 0.) eine zulässige n-dimensionale Kokette, so ist leicht zu sehen, 
daß (öF) (o,,- - -, 0n+1) auch zulässig ist, d.h. daß 
F{LÖF) (1 = = +» Onı)} = FÄLÖF) (01 - - omı)} für d(e) = dla), i=l,. „n+i, 
FOR) (01 «+ On)} = FF) (0. . Om)} für Ale) = dla), i=l,..„n+1. 
Es ist ja 
(Flo. .-, On+1)) = f (F(o,..., 9n+,)) für d(e,) =d(o,), 
P(F(os -- -, On+1)) = f(F(o,..., 9n+1)) für d’(0,) = d’(o,) 
und 
f (Flo -- -» &i-» Oißirn + 0nr1)) = F(Flon ---, H-1 Hm. 0n41)) fürd (e,)=d(o,), 
CF (01 - +» %-1» O0 1 +++ Onrı)) = F(Floy -- -,%-1, H041---,0n+1)) für d’(o,) = d’(o,), 
und mit 
(Fo - - -, 02)) = f(F(o,, - - -, 0„)) auch 
F(Flon = @n) On+1) = (Fon, . . -, on) 92:1) wenn d(e,) = d(o,) 
und analog für die Abbildung f’. 
Ist also F(o,, . - -, 0„) zulässig, so ist auch der Korand öF zulässig. 


Die n-dimensionalen zulässigen Koketten F(o,,...,0,n) mit öF =0 bilden eine 
Untergruppe Z} (R; Q), die Gruppe der sogenannten zulässigen n-dimensionalen Kozyklen: 


ZUR, Q) < CH(R;Q). 








D: 


deı 
mi 
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Für n>0 sind jene n-dimensionalen Koketten, die Korand von zulässigen 
(r — 41)-dimensionalen Koketten sind, zulässige n-dimensionale Kozyklen. Sie bilden 
eine Untergruppe D}(R;Q)<.Z,(R;Q). Die Faktorgruppe 


HÄ(R;Q) = ZUR, Q)/DZ(R;Q) 


nennt man die reduzierte n-te Kohomologiegruppe von R hinsichtlich der Gruppe ®, 
der homomorphen Abbildungen f’, f, d’,d und der Gruppe AR der Operatoren {e, 0,0,...}. 
Für n = 0 sei DI(R;Q) =. 

n = 0. Eine zulässige nulldimensionale Kokette ist ein Element g € Q. Der Korand 
dieses Elementes ist die — ebenfalls zulässige — eindimensionale Kokette g — 90; g ist 
also nulldimensionaler Kozyklus, wenn q = go für alle o € R. Die reduzierte nulldimen- 
sionale Kohomologiegruppe H°(R;Q) ist also jene Untergruppe von Q, deren Elemente q 
die Eigenschaft ge = g für alle oe R haben; es gilt also H%Y(R;Q) = H’(R;Q). 


n=1. Es sei F(e) eine zulässige eindimensionale Kokette, d.h. 


f(F(e)) =f(F(o)) für d(e) = d(o), 
! (F(e))=f’(F(o)) für d’(e) = d’(o). 

Dann ist 
(öF) (01, 02) = F(o2) — F(e102) + F(eı) @ 


eine zulässige zweidimensionale Kokette; F(e) ist also ein zulässiger Kozyklus, wenn 
F(o0) = F(o) + F(e)o ist. Wir nennen diese eindimensionalen zulässigen Kozyklen 
F(e) zulässige gekreuzte Homomorphismen. Wenn nun außerdem ein solcher zulässiger 
gekreuzter Homomorphismus F(o) Korand eines bestimmten Elementes aus Q ist, also 
die Form g— ge hat, so ist F(o) € D!(R;Q). Also: H!(R;Q) ist die Faktorgruppe der 
Gruppe der zulässigen gekreuzten Homomorphismen nach der Untergruppe derjenigen 
zulässigen gekreuzten Homomorphismen, die Korand von Elementen von Q sind. 


n = 2. Eine zweidimensionale Kokette F(e, o) ist zulässig, wenn gilt 


f(F(e, 0)) = I(F(e,, 9)) für d(o) = d(e,), d(o) = d(o,), 
f (F(0,0))=f’ (Fa. c,)) für d’(e) = d’(e,), d’(c) = d’(o,). 


Diese zulässige zweidimensionale Kokette F(o, o) ist dann und nur dann ein Kozyklus, 
wenn 


F(eo, 7) + F(e,o)r=Ff(e, or) + F(o, r) 


gilt, also wenn {F(e, o)} ein zulässiges Faktorensystem in Q für eine Erweiterung von Q 
durch R mit den Operatoren o€ R ist. Also gilt Z?(R;Q) = F,(Q@; R), wo F,(Q; R) die 
Gruppe der zulässigen Faktorensysteme {z(o; 0)} für die Gruppe Q mit den Operatoren 
aus AR ist derart, daß die Bedingungen (C) befriedigt werden. Eine zulässige Kokette 
F(e; 0) gehört gewiß Z?(R; Q) an, wenn F(o, o) außerdem Korand einer eindimensionalen 
zulässigen Kokette c’”’(o) ist, also wenn 


F(e, 0) = — ec” (00) + c”(o)oa + c” (0) 


ist, wo die e’’(o) die Bedingungen (2) von $ 2 befriedigen. 

Also gilt D?(R;Q) = T,(Q; R). Die reduzierte Kohomologiegruppe H?(R;Q) fallt 
demnach zusammen mit der Gruppe der verschiedenen Erweiterungen von Q durch AR 
mit Operatoren aus AR. 
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Systeme In(a; A)} und in’(ax’; ')) bestimmen. Dadurch hat man zwei Lösungen 
G» G GG» G 
* und % ,’ „welche man der Definition der Gleichheit zufolge iden .ifi- 
S S 
zieren muß. 

Unser System von verschiedenen Lösungen (mit gegebenem Homomorp ıis- 
mus ©) steht also in eineindeutiger Beziehung zu den Elementen der Faktorgrunpe 
F,(@; R)/T,(@; R). Zur Bestimmung eines Systems {w(o; o)} mit den Eigenschaften (C) 
benutzen wir die Kohomologietheorie. 


$5. 

Es sei F(o,, 0% - - -,0n) eine n-dimensionale Kokette der Veränderlichen o,,.. ., 0, 
in R mit Werten in @. Wir nennen insbesondere F(o,,..-, 0„) eine zulässige n-dimensionale 
Kokette, wenn gilt 

f(Flon:-„&))=f(Flo,,...,0,)) für d(o)=d(o,); i=1,2,...,n, 
f(Flen:---,@))=f(F(o,...,0n)) für d’(o) = d’(o); i=1,2,...,n. 
Für (F +6) (op, - - -, &) = F(o,, - - -, 01) + G(o,, - - -, 0,) ist die Summe zweier zu- 
lässiger n-dimensionaler Koketten F und G wieder eine zulässige Kokette; mithin bilden 


die zulässigen n-dimensionalen Koketten F(o,, . - -, 0.) eine Untergruppe C}(R;Q) von 
C”(R;Q). Die nulldimensionalen Koketten — auch die zulässigen — sind die Elemente 


von Q: CZ(R;Q) = CI(R;Q) = Q. 
Jeder Kokette F(o,,- - -, 0») ist ein Korand (ÖF) (o,, - - -, On, On+1) zugeordnet: 
(öF) (01, - - -, On+1) 


= F(o,, - - -, Or) + 3 (— 1)*F(o1, 02 - - -» O&-1, Ok Okt 13 - + -» Ontı) 
ers +(— 4)" +1 F(o,, ...3 00) Onrı- 


Ist insbesondere F(o,,- - -, 0n) eine zulässige n-dimensionale Kokette, so ist leicht zu sehen, 
daß (öF) (o,,- - -, 0n+1) auch zulässig ist, d.h. daß 
[{(öF) (01, .,. On+1)} 102g fitöF) (o,, rg On+1)} für d (o,) Zi d(o,), i =. 1, ..,nM Fr 1, 
f{töF) (01; ... On+1)} ”r f{(öF) (0,, 0 O+1)} für d’(o0,) 7 d’(o,), i = 1, nn r 1. 


Es ist ja 
(Fon. - -, om41))= f (F(oy,..., 9+,)) für d(o,)=d(a,), 
(Flo -- -, 0n+1)) = f(F(o,..., %41)) für d’(o,) = d’(o,) 
und 
I (Fo ++, @i-1m iQ 04 1)) = I (Flo, ..-.,0%4-1 5041 ++, 0n+1)) für d (0) = d(o,), 
F(F (01 - - +» 4-1 O0 11 +++» On+ ı)) = F(F (a1, ---, 04-1 94041; 9n+1)) für d’(o,) = d’(o,), 
und mit 
(Flo, - : -, 0)) = f(F(o,, - - -, 0,)) auch 
F(Flo + @n) @n+1) = F(Flan, - - -, 00) 0n.1) wenn d(g,) = d(o,) 
und analog für die Abbildung f’. 
Ist also F(o,, - - -, 0.) zulässig, so ist auch der Korand öF zulässig. 
Die n-dimensionalen zulässigen Koketten F(o,,...,0,) mit öF =0 bilden eine 
Untergruppe Z} (R; Q), die Gruppe der sogenannten zulässigen n-dimensionalen Kozyklen: 


ZZUR,Q)< CH(R;Q). 
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Für n>0 sind jene n-dimensionalen Koketten, die Korand von zulässigen 
(n. - 1)-dimensionalen Koketten sind, zulässige n-dimensionale Kozyklen. Sie bilden 


eine Untergruppe D4(R; Q)< ZA (R;Q). Die Faktorgruppe 
HA(R;Q) = ZUR; Q)/DZ(R;Q) 


nennt man die reduzierte n-te Kohomologiegruppe von R hinsichtlich der Gruppe ®, 
der homomorphen Abbildungen f’, f,d’,d und der Gruppe R der Operatoren {e, 0,0,...}. 
Für n = 0 sei DI(R;Q) = 0. 

n = (). Eine zulässige nulldimensionale Kokette ist ein Element g € @. Der Korand 
dieses Elementes ist die — ebenfalls zulässige — eindimensionale Kokette g — 90; q ist 
also nulldimensionaler Kozyklus, wenn q = go für alle o € R. Die reduzierte nulldimen- 
sionale Kohomologiegruppe H°(R;Q) ist also jene Untergruppe von Q, deren Elemente g 
die Eigenschaft go = g für alle oe R haben; es gilt also H’(R;Q) = H’(R;Q). 


n=1. Es sei F(e) eine zulässige eindimensionale Kokette, d.h. 


f(F(e)) =f(Flo)) für d(e) =d(o), 
f (F(e))=f’(F(o)) für d’(e) = d’(o). 

Dann ist 
(öF) (01, 0) = F(o,) — F(e10:) + F(e:) @ 


eine zulässige zweidimensionale Kokette; F(o) ist also ein zulässiger Kozyklus, wenn 
F(o0) = F(o) + F(e)o ist. Wir nennen diese eindimensionalen zulässigen Kozyklen 
F(o) zulässige gekreuzte Homomorphismen. Wenn nun außerdem ein solcher zulässiger 


gekreuzter Homornorphismus F(o) Korand eines bestimmten Elementes aus Q ist, also 
die Form g— go hat, so ist F(o) € D!(R;Q). Also: H!(R;Q) ist die Faktorgruppe der 
Gruppe der zulässigen gekreuzten Homomorphismen nach der Untergruppe derjenigen 
zulässigen gekreuzten Homomorphismen, die Korand von Elementen von Q sind. 


n = 2. Eine zweidimensionale Kokette F(o, o) ist zulässig, wenn gilt 


f(F(e, 0)) . (Fo, 0,)) für d(o) —_ d(o,), d(o) = d(o,), 
f (F(o, 0)) = f' (F(e,, 01)) für d’(e) = d’(e,), d’(o) = d’(a,). 


Diese zulässige zweidimensionale Kokette F(o, o) ist dann und nur dann ein Kozyklus, 
wenn 
F(oo, 7) + F(e,o) = F(e, or) + F(o, r) 


gilt, also wenn {F(o, o)} ein zulässiges Faktorensystem in Q für eine Erweiterung von Q 
durch RA mit den Operatoren o € R ist. Also gilt Z2(R;Q) = F,(Q@; R), wo F,(Q; R) die 
Gruppe der zulässigen Faktorensysteme {a(o; o)} für die Gruppe Q mit den Operatoren 
aus R ist derart, daß die Bedingungen (C) befriedigt werden. Eine zulässige Kokette 
F(o; 0) gehört gewiß Z?(R;Q) an, wenn F(o, o) außerdem Korand einer eindimensionalen 
zulässigen Kokette c’”’(o) ist, also wenn 


F(e, 0) = — (00) + c”(0)o + c”(o) 


ist, wo die c”’(o) die Bedingungen (2) von $ 2 befriedigen. 

Also gilt D?(R;Q) = T,(Q; R). Die reduzierte Kohomologiegruppe H?(R;Q) fällt 
demnach zusammen mit der Gruppe der verschiedenen Erweiterungen von Q durch A 
mit Operatoren aus AR. 
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Sind also A’, B’, A, B,Q, R mit den gegebenen homomorphen Abbildungen bekannt 
und ist © eine homomorphe Abbildung von R in die Automorphismengruppe von (Q, 
welche außerdem die früher genannten Bedingungen von $ 3 erfüllt, so gibt es eine ein- 
eindeutige Beziehung zwischen den möglichen nicht-äquivalenten Erweiterungen S(0; A) 
und den Elementen der reduzierten Kohomologiegruppe H?(R;Q). Besitzt man eine 
solche Erweiterung, so gehört zu ihr ein zulässiges System {„(o; o)} (oder ein mit diesem 
äquivalentes System, d.h. ein System von Faktoren, das mit {s(e;0)} in derselben 
Nebenklasse von 7, in F, liegt). Wir wissen schon, daß die Faktoren {z(e; o)} dann auch 
eindeutig zulässige Systeme {m’(«’; 8’)} und {m(«; 8)} bestimmen und damit auch Er- 
weiterungen G’(A’; B’) und G(A; B) und homomorphe Abbildungen g,t,t' mit !’ = gt. 
Damit haben wir uns einen Überblick über die sämtlichen möglichen Lösungen des Pro- 
blems verschafft. 





Eingegangen 4. Dezember 1957. 





Die allgemeine Kegelschnittsgleichung in der 
ebenen hyperbolischen Geometrie. II. 
Von Kuno Fladt in Calw (Württ.). 


1. In einer Abhandlung des gleichen Titels’) wurde erstmals mit elementaren 
Mitteln eine vollständige Diskussion des hyperbolischen Kegelschnitts 


(la) fie) =a,27 + 0922 + 025 + 20952925 + 205,252, + 2022,25 = 0 


durchgeführt. Es fehlten aber noch die in den a,, ganzrationalen Kriterien für das Ein- 
treten der einzelnen Fälle. Diese sollen jetzt, jedoch auf einem ganz anderen Wege, be- 
stimmt werden. 
Wir beginnen dazu mit der in den Lehrbüchern der Algebra begründeten 
Diskussion der Gleichung vierten Grades 


p(t) = at! + Aa? +60; + At + a. 


G,4,dz 
., —4ı1, +35 =8, || =, 8-21 =Ö, 
A203 4, 
so gilt: 
I. Fall: Alle 4 Wurzeln verschieden: ö +# 0; 
4. Unterfall: Alle 4 Wurzeln reell: 5> 0 und 


a? 
(*) a; —i<0, (Hr — a <0; 
2. Unterfall: Alle 4 Wurzeln imaginär: &>0, aber (*) nicht gleichzeitig erfüllt; 
3. Unterfall: 2 Wurzeln reell, 2 imaginär: ö<.0. 
II. Fall: Zwei der 4 Wurzeln gleich: d = 0; 
1. Unterfall: Die beiden anderen Wurzeln reell: (*) gilt; 
2. Unterfall: Die beiden anderen Wurzeln imaginär: (*) nicht gleichzeitig erfüllt. 
III. Fall: Je zwei der 4 Wurzeln gleich: 

a? 

(0, — a0, 20 — 300,0; + 0, = 0. 


Die beiden verschiedenen Wurzeln sind { reeil 


imaginär 


} Wenn u; — iS 0. 


!) K. Fladt, Die allgemeine Kegelschnittsgleichung in der ebenen hyperbolischen Geometrie. Journal reine 
und angew. Math. 197 (1957), 121—139. 
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IV.Fall: Drei der 4 Wurzein gleich: g, =, g =. 
V. Fall: Alle 4 Wurzeln gleich: a,a, — dd =(), 0,4, — 4%, =, 1,4, — 4,4, =, 
Wir fügen zu (1a) gleich noch die Klassengleichung 
(Ab) F(X)= Ay X? + Ay XE + Ay Kt + 2Ay X, X, + 24, KK, + 2A X, X, =0 
hinzu, wo A, die zu a,, gehörige Unterdeterminante in der Determinante | a,, | = « ist. 
2. Der absolute Kegelschnitt (AK) der hyperbolischen Geometrie hat die Ordnungs- 
gleichung 
(3a) (ei) = +) +20 
und die Klassengleichung 
(3b) (KR) =ER+N+rN=0. 
Daraus ergeben sich für ihn sofort die Parameterdarstellungen 
(4a) or, =1—1?, 02, = 2t, 0, = m. »A +2) 
und 
(4b) oX, = Y— #1 — 79, 0%, =V— x2T, 0%, =1+ TR. 
Trägt man (4a) in (1a) ein, so erhält man 
(2a) et) = at + Aa +6, ti +, —=N, 
wo mit 
(5a) 4 + A + a. = a 
= A Mi 2Y— za, = 41 — Hy + 2V— xa,, 
(6a) / 14 / 
= — au +V-- Ray, = a, — 3, = 4 +V— x, 
ist. 
Trägt man (4b) in (1b) ein, so erhält man 
(2b) oT) = A,T* +4A,T7?+64A,7?+4A,T +4, 
wo mit 
(Sb) (Au + Ag) + Ag = A 
A=— #Aıut Ay —2 V— * Azı, A=— #Ayı + Ag + 2/— % Azı 
(6b) A 
” = #An + V— #An, AA=— Ant 5, Ar=— #Aı + V— #An 
ist. 
Nunmehr wird 
%—4; Gı HM, 
6 = (3 —A),6= - 4—-% % d4+%| = u(— a + a), 
»— u, +4 
ö = 16(a?A? — AA? — Ara? + 18xaaA — 27 »2aR), 


* 
4,4, — a) = A, — 9 , 90, — a; =—2(A, +0, 3) D 


44, — a0, = Ü —A— au — 3uAg, 


a: £ & 
(m, — = — a, + 2A, — Al, 





2a? — 3a,a,a, + aga, = 2(— a,A, + a,A,) 
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und, wenn man die den Größen (7a) entsprechenden mit großen Buchstaben bezeichnet, 
2 3 
G=% (3 nn xa2), G=% (5 a = + »e), A= 162028, 


AA At = — a00, + Aa 5 AnAs— Arh, - — 2(ra0, + 4,3), 


A,A,— Aı4; = A? — raax — %AgÄA a IHdgd, 


4,6, 
12 


28 
03 
24° —3A,A,A, + ABA, = 2xa(A,a, — A,G,). 


— (Ay Ag — Al)? = — xa (4 —24A,a, a B »aa}), 


3. Jetzt können wir auf Grund von !) gemäß dem Verhalten der Wurzeln der 
Gleichungen (2a) und (2b) die Bedingungen für die einzelnen Kegelschnitte angeben. 
Wir beginnen mit den Mittelpunktskegelschnitten und der Semihyperbel. 


I. Fall: Alle 4 Wurzeln von (2a) und (2b) seien verschieden, d. h. es sei 
ö=+0 und damit A=+0. 
1. Unterfall: Konkave Hyperbel: 6 >0, 


gleichzeitig (*) A, — 0; =b,<0, 


2 2 
gleichzeitig (**) — xaa, + Ban =B,< 0, (3 


2. Unterfall: Konvexe Hyperbel: 6 >0, 
gleichzeitig (**) 5, <0,b,<0, nicht gleichzeitig (*) B,<0, B,<0. 
3. Unterfall: Ausschließend absoluter Kegelschnitt: 6 > 0, 
nicht gleichzeitig (*) d, <0, db, <0, gleichzeitig (*) B,<0, B,<0. 
Der 4. Unterfall umschließt drei Möglichkeiten, die wir folgendermaßen trennen: 


Die Verbindungsgerade x = Au + uv der Punkte u und v mit den Koordinaten 
reellen 
imaginären 


} Punkten, wenn 


uv = U trifft f(x) = 0 in zwei 


fu) f(v) — f?(u/v) = F(ür) = F(U) S 0 
ist. 
Vom Schnittpunkt X = AU + uV der Geraden U und V mit den Koordinaten 


UV = u gehen an F(X) = (0) zwei { . 


. { T 
imagin a angenten, wenn 


F(U) F(V) — F*?(UV) =af(UV) = af(u) S 0 

ist. 

Der Kegelschnitt ist nullteilig, wenn für alle u und alle U gilt af({u) > 0, F(U) >. 
Das gibt mit u=(1|0|0), (0 ]1 |0),(0 |0 |) und U=[1|0|0], [0 |1 |0], [0 |0 | 4] 
folgende einfache Bedingungen für die n 

1. Möglichkeit des 4. Unterfalles: aa, >0, Au >0, ,k=1,2,3, i+k, wobei 
übrigens je eine Möglichkeit von i + k genügt. 

Für die 2. und 3. Möglichkeit des 4. Unterfalles gilt zunächst (°) ö > 0, nicht gleich- 
zeitig b, < 0, db, < 0, nicht gleichzeitig B, < 0, B, < 0. Getrennt werden sie so: 
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2. Möglichkeit: Alle Punkte (4a) des AK liegen innerhalb f(z) > 0, für sie ist also 
af(z) = apflt) > 0. Die Wurzeln von ay(t) = 0 sind imaginär, also braucht nur noch 


(f) a0, = ala, — Kay — 2 Y— #1) > 0 
zu sein. 
3. Möglichkeit: Alle Punkte (4a) des AK liegen außerhalb f(z) > 0, d.h. es ist 


(tr) a0, = a(a,ı — #0 — 2 V— #4) < 0; 
(°) und (}) sind die Bedingungen für den umschließenden außerabsoluten Kegelschnitt, 
(°) und (ff) diejenigen für die Ellipse. 

Nun fehlt uns noch der 

5. Unterfall: Semihyperbel: 8 <.0. 


4. Wir kommen nun zu den Parabeln (abgesehen von der sog. oskulierenden). 
II. Fall: Zwei der 4 Wurzeln von (2a) und (2b) seien gleich, d. h. es sei 
ö=0 und damit A=0. 


1. Unterfall: ö = 0, gleichzeitig (*) b, < 0,5, < 0, gleichzeitig (*) B, <0,B,<0; 
Konkave hyperbolische Parabel 
Zweiteilige Parabel 

2. Unterfall: ö=0, gleichzeitig (*) b, < 0, b,<0, nicht gleichzeitig (**) B, <0, 
B,<0; 

Konvezxe hyperbolische Parabel. 

3. Unterfall: ö=0, nicht gleichzeitig (*) db, < 0, 4, < 0, gleichzeitig (*) B, < 0, 
B,<0; 

Außerabsolute, ausschließende Parabel. 

4. Unterfall: 8 =), nicht gleichzeitig (*) b, < 0, b, < 0, nicht gleichzeitig (**) B, < 0, 
B,<0; 

Elliptische Parabel: aa, = a(a, — #03 — 2 y— #0) <O, 

Außerabsolute, umschließende Parabel: aa, = a(a,, — #03 — 2Y— za.) > 0. 

Denn es muß, abgesehen vom Berührpunkt mit dem Parameter t = t, 


apt) S 0 sein. 
Die Trennung im 4. Unterfall erfolgt so: Sei t—t, der gemeinsame Faktor von 
pi) = (t— 1)? pl) und gt) = (Lt — 1) {2 yl) + (t— 1) Y’(N)}- 
Nun ist pl, + e) = etylo + 2) ver ylt), Flo) = 2 ylio), 


} ihre Trennung s. u. 


2 
also Hu +)z yo). 


Bei der 1. Möglichkeit des 1. Unterfalles müssen die Nachbarpunkte des Berührpunktes 
eigentliche Punkte, d.h. 
1 ä 
2 y'(t) = at; + 20,1, + a, < 0, sein, 
bei der 2. Möglichkeit müssen sie ideale Punkte, d.h. 


4, . 
ja 7 (4) 06 + 2a, +%,>0, sein. 
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Nach der Theorie der Gleichung 4. Grades ist im Falle ö = 0 die Doppelwurzel von 


pl) = 0 
a, 2 & 8 A 
a, + a, (A; +44,): (@ 34 +% er 3)- 

5. III. Fall. Je zwei der Wurzeln sind gleich. Dann ist der Kegelschnitt ein Kreis 
oder eine Abstandslinie. Die Angabe der Kriterien erübrigt sich, da die Gleichung eines 
solchen Kegelschnittes nie anders als in der charakteristischen Gestalt (m/z)? — u(x/z) = 0 
auftritt, die für O <(m/m) < u einen Kreis, für (m/m) <0 < u eine Abstandslinie, 


für (m/m) = 0 einen Grenzkreis darstellt. 


6. IV. Fall: Oskulierende Parabel. Drei der Wurzeln sind gleich. As ,=0,, =, 
6-0, @%=0 folgt 1:@«= a:3A=A:9xa oder das Verschwinden der Unterdeter- 
u 
a 3A u 
7. V. Fall: Grenzkreis. Alle 4 Wurzeln sind gleich. S. III. Fall. 


8. Schlußbemerkung. Beim II. Fall ö= 0 der Parabeln läßt sich im Gegensatz zum 
I. Fall noch eine ganz andere Art der Diskussion durchführen, die an anderer Stelle ver- 
öffentlicht werden soll. Die dazu sich ergebenden Kriterien sind viel einfacher als die- 
jenigen in 4 und enthalten vor allem nur die Invarianten «,A,a. Im Gegensatz dazu 
sind die Kriterien in 4 spezielle Fälle der Kriterien in 3. Formen dieser Kriterien, die den 
Kriterien in 8 übergeordnet sind, zu finden, ist mir noch nicht gelungen. Die Krite- 
rien sind 
2 
Konkave hyperbolische Parabel: aa <0, A> (z.) ; 
Zweiteilige Parabel: a«a>0, A>0; 


minanten der Matrix ( 


Konvexe hyperbolische Parabel: aa>0,A<0 


a \® 
oder au<0,A<(z); 
2x 


Außerabsolute, ausschließende Parabel: aa <0, A<0 
2 
oder aa >0, A <(2,) ; 
2x 
Elliptische Parabel: aa <0, A>0; 


2 
Außerabsolute, umschließende Parabel: aa >0, A> (2) i 





Eingegangen 9. Juli 1967. 





Verallgemeinerung der Siebmethode von A. Selberg 
auf algebraische Zahlkörper. I. 


Von G. J. Rieger in Gießen. 





Vor einigen Jahren gelang es A. Selberg, durch eine Verallgemeinerung des Begriffes 
„Siebmethode“ die alten, mit der Brunschen Siebmethode erzielten Ergebnisse der Prim- 
zahltheorie einfacher zu beweisen und zum Teil zu verschärfen. Das Ziel der vorliegenden 
Arbeit ist es, diese allgemeine Methode von A. Selberg auf beliebige algebraische Zahl- 
körper K zu verallgemeinern (Satz 1) und eine Anwendung zu geben (Satz 2). Wählt 
man dann speziell für X den Körper der rationalen Zahlen, so geht Satz 1 in den ent- 
scheidenden Satz von A. Selberg!) und Satz 2 in einen Satz von Culanowski®) über. Auf 
weitere Anwendungen von Satz 1 soll hier noch nicht eingegangen werden. 


Satz 1. Es sei M eine natürliche Zahl > 2; n durchlaufe die M nicht notwendig ver- 
schiedenen Ideale n,,.. -,1iy eines algebraischen Zahlkörpers K; es bezeichne 


Nd die Norm des Ideals d aus K, 
o das Einheitsideal von K, 
(d,, d,) den größten gemeinsamen Teiler der Ideale d,, d, aus K, 
[d,, d5] das kleinste gemeinsame Vielfache der Ideale d,, d, aus K, 
u(d) die auf Ideale d aus K verallgemeinerte Möbiussche Funktion, 
f(d) eine für alle Ideale d aus K erklärte multiplikative Funktion mit 


(1) 1<fb)so fürd+o, 


z eine beliebige reelle Zahl = 2, 
$S=N(n,ptu für Np<z) die Anzahl der durch kein Primideal p mü 
Np Sz teilbaren Ideale n; 
ferner sei 


(2) hl) = zul) ’($) für jedes Ideal x aus K, 
dr 


a u:(t) 
(8) 7= 2 50)’ 
(4) 


—ı 


1 u®(t) 
PAAR >, 
(1-7) 2 hi’ 
EEE TAN (r,d)=o 
!) Vgl. neben [4] und [5] auch [3], 35—40. 
2) Vgl. neben [1] auch [3], 41—42. 
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dann ist 


M 
u) -7+0( 2 | 200 269 Run). 
N. zz 


Definition. Eine für alle Ideale d aus K erklärte, komplexwertige, nicht identisch ver- 
schwindende Funktion f(d) heißt multiplikativ, wenn aus (d,, d.) = 0 stets 


f(61d,) = f(b,) f(b,) 
folgt. 
Dem Beweis von Satz 1 schicken wir einige vorbereitende Überlegungen voraus. 
Ist 


Rp Sz 
so folgt wegen 
1 fürr=o, 


) Zu) =, von 


dir 
und wegen (4) 
(10) S= z1=25 z ub)= Zul). 
n b|(n,3) d|3 


n 
(n,8)=o 
Den Grundgedanken von A. Selberg übertragend, ersetzen wir in (10) die Zahlen «(b) 
durch zunächst beliebige Zahlen o(d), für welche 
(11) 3.0) zZ u() 


d|r dir 
ist für alle Ideale r aus K. Dann ist 


(12) S<Sz 2 .)= Feld) S. 
n b|(n,) db] 
Für r = o liefert (11) die Aussage o(o) > u(vo) = 1. Wir setzen daher o(o) =1. 
Haben wir zwei Systeme o’(d), o’’(d) gefunden mit (14) und e’(0) = e”’(v) = 1, so können 
wir ein drittes solches System o(d) nach den sich gegenseitig bedingenden Formeln 


(Z e'(b)) (2 e"(b)) 2 e(d), 


br bir 


ed) = 3 0'(d,) E"(d,) 


[d,d,]=b 


bilden. Setzen wir insbesondere o’(d) = o'’(d) = A(b), so erfüllen die durch 


(= 10) - zo, 


b|r 


(13) 
| ed)= 3 4(d,) Alb.) 


[d,,d3] =b 


definierten Zahlen o(d) auch (11), wenn das die A(d) tun. Ja, es gilt offenbar noch mehr: 
Die o(d) aus (13) erfüllen sogar (14), wenn nur A(o) = 1 gesetzt wird (wenn also die A(b) 
nicht notwendig (11) erfüllen). Setzen wir die o(d) aus (13) in (12) ein, so folgt 


(14) s<sz( B3 10) = £( 3 0) 4(b2)) Sp 


n \b|(m,8) d|3 \d,d,]=b 


Journal für Mathematik. Bd. 199. Heft 3/4 





210 Rieger, Verallgemeinerung der Siebmethode von A. Selberg auf algebraische Zahlkörper. TI. 


Wir setzen nun A(b) = 0 für alle d mit Nd > z. Wegen (8) genügt es also, die innere 
Summe in (14) über alle d mit 


d |n, No <z, d „quadratfrei“, 


zu erstrecken (von selbst ist dann d | (n, 8)). Wir können auf die letztere Einschränkung 
verzichten und auch Zahlen A(d) mit nicht quadratfreien d verwenden, und es gilt 
immer noch 
2 
(15) swb i1<moh-z( = 4B)) » 
n dIn 
N)<sz 

wenn nur A(o) = 1 ist und im übrigen die A(d) beliebig reell sind; denn es ist das Quadrat 
der inneren Summe = 1, wenn kein d mit 1<Nd < z das Ideal n teilt, und sonst immer 
>0. 


Beweis von Satz 1. Da für jede multiplikative Funktion f(bd) gilt 
f([d,, d2]) /((d1, d,)) = /(b,) f(b,) 
und da in (6) offenbar A(o) = 1 ist, folgt aus (15), (5) 


Ssz zz 1({) Ad) 


n d,In,d,|n 
No, Sz, Rd,<z 


ii ( E  Ab) Ab) )+o( Z | Alb) Ald,) Ryını ) 
(16) No sz’ d,d,]=b f(b) Rd, Sz 
Nd, Sz, Rd, Sz No,Sz 


dä A(dı) Aldo) 
ME Or) +0( z 1A Abd Ann) 
No,Sz No,<z 


= MQ +O(R). 


Da aus (2) wegen (9) 


2310) = ft) 
dir 


folgt, ergibt sich 
0= 5 4(d,) A(d,) 
(17) ws: /(dı) /(b,) 


= > fl) vr), 


Nrsz 


Sf (tr) 


eb: 


wobei 


1(b) 
6) 


üi 4(tb) 
m <zm: /(td) 


yıd)= 3 


r|b 
No Ssz 


ist mit der offensichtlichen Umkehrung 


A 
(18) = 2 Mey). 


Nr sz/Nd 
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Nun ist für quadratfreies r nach (2) und wegen der Multiplikativität von f(t) 


‚d)= rl) u) 
E he = zn "6 DER 
1 


p|r 


) >0 (wegen (1)) 


(demn wegen (5) = 0 ist f(r) = fd) f (3)) und für quadratfreies r, db mit (r,d) = o 
gilt 


fı(td) = (tb) II (1-5) 


p|rd 


en = 19 1) 1 (1— 16) a(1- 0) 


= fı(t) fı(®). 


Da in (6) d, r als quadratfrei vorausgesetzt werden können, folgt aus (6) wegen (20), (19) 


16) _ ud) „  ure) 
(6) Z Nr <e/Rd Jı(rd) 


(r,d)=o 
m alt) ulıd) 
4 Z fıled) ’ 
woraus sich wegen (18) 


(21) y(t) = u 


ergibt. Das in (17), (16) eingetragen, liefert wegen (3) unmittelbar (7), was zu zeigen war. 


Daß die A(d) von (6) in gewisser Weise ‚bestmöglich‘ sind, kann man so einsehen: 
Bestimmt man unter der Nebenbedingung A(o) = 1 oder wegen (18) unter der Neben- 
bedingung 

zZ „ld yW)=1 
Nrsz 
das Minimum der quadratischen Form (17), so wird dieses, wie sich durch Anwenden der 
Multiplikatorenregel sofort herausstellt, für (21) angenommen; das ergibt wegen (18) 


4b) _ u(rd) _ u?(t) u(d) 
(6) AR „N Zul) sam Zhtled) ’ 


(r,d)=o 


woraus sich wegen (20), (19) sofort (6) ergibt. 
Satz 2. Bezeichnet (z) die Menge der Ideale 
(22) m= II p” 


»|m 
aus K mit 
INp sz 
pIm 
(insbesondere gehören zu (2) alle Ideale m mit Rm < z), so gilt in den Bezeichnungen von 
Satz 1 


1 
(23 Z= 53 „— I o”(p) 
m €(z) Am „im p 
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o(d) = u für alle Ideale d aus K. 
f(b) 
Ist außerdem R’ eine beliebige positive, von d unabhängige Grösse und ist in den Bezeich- 
nungen von Satz 1 


R,|< RN’ 0<sesi), 
ai |R, |< R'NO"o(b) (<se<si) 


o([d,, d,]) < w(d,) w(d,) 
für alle Ideale d, d,,d, aus K, so gilt 


2) R= 220) A) Ay |S Rz Mm (1— 
Er Pre 
Beweis. Wegen 
= JI #4 (t quadratfrei) 
Ir 
und wegen (3), (19) gilt i 
Z zu P; u®(t) zei 11 (1- », 
Rısz p|r Np 
- o(p) , op) ,... 
- z nr at). 


NRırsz p|r 
und durch Ausmultiplizieren folgt gerade (23). Nach (24) und R[d,, d,] Z Nd, ist weiter 


| Rp. | < RR 'o(d,) o(d,), 
also 


R= 2 |%(d,) 4(d,) An. | 
Ro, sz 
Rb,Sz 


s er | A(d,) A(d,) | Nö] "w(d,) ©(d,) 
ı52 
M,sz 


Rz P) „26)) IN "w(d))) („< 2 | A(b,) | ob.) 


<r( zZ ud) Roh.) ei 2) ) 


No, Sz p»|d, Rp 


© Eon 
(zrwern(i-) ) 


Rb,Sz v|d, 


nach (6), da wegen f,(r) > 0 (für quadratfreies r) 
alt) _ u?(t) 
=Z 
le I 
| (r,d)=o 
ist. Wegen (22) hat man weiter für Oo sa si 


z Ro) ml) — 2 m (1-2) 


MW <z p|d N <z p|d 
(pP) , w?(p) 
<z 2(p (% 
” we. 0 Rp r Np? =: Y 


me(z) M 5|m 


(p) \" 
na) Ä 
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da »(d) offenbar multiplikativ und wegen (1) Fe 


Menge der Zahlen ist, deren sämtliche Primfaktoren eine Norm < z haben Wenden wir (27). 
mit a=e unda= 1 auf (26) an, ergibt sich unmittebar (25), was noch zu zeigen war. 


< 1 ist und da (z) Teilmenge der 


In diesem Zusammenhang soll noch ein weiterer Satz bewiesen werden, der für den 
Fall des Körpers der rationalen Zahlen auf Möbius zurückgeht?). 


Satz 3. Es seien gewisse Ideale n,,... ., 11, eines algebraischen Zahlkörpers K gegeben, 
von denen auch mehrere einander gleich sein können, und es sei f(n) eine für diese Ideale 
erklärte komplexwertige Funktion. Ferner sei für jedes Ideal d aus K 


5, 


und es sei 


Dann ist 


s$=ZuW) S,; 


wobei über alle Ideale d aus K summiert wird, die irgendein n, teilen. 
Beweis. Wegen (9) ist 
S= z /n)= zZ fn) 2 .() 


ny=0 ı1sisM bin; 
1sisM 


= 3.0) zZ /m)=zul)S,, 
d db n; d 
1sısM 
was zu zeigen war. 

Die obigen Überlegungen lassen sich noch in folgender Weise verallgemeinern. Es 
bezeichne ® eine (multiplikativ geschriebene) freie Abelsche Gruppe mit abzählbar- 
unendlich vielen Erzeugenden p,, ps, . . .. Unter einem Wort verstehen wir ein Element a 
von ®% mit 

a=ph pr 20 i=141,2...n. 
Eine für alle a aus & erklärte Funktion Na heißt Norm (von a), wenn Wa reell und > 0 
ist für alle a aus &, wenn Nab = NaNb für alle a,b aus & und wenn die Menge der 
Zahlen Na im Endlichen keinen Häufungswert hat. Die Menge der Worte aus der mit 
einer Norm versehenen Gruppe ® heißt eine arithmetische Halbgruppe. 


Satz 4. Die Sätze 1, 2, 3 übertragen sich wörtlich von der Menge der Ideale eines alge- 
braischen Zahlkörpers K auf arithmetische Halbgruppen. 


Beweis. Offenbar bildet die Menge der Ideale eines algebraischen Zahlkörpers K 
eine arithmetische Halbgruppe, und man überzeugt sich sofort, daß wir beim Beweis 
der Sätze 1, 2, 3 nur Aussagen über K benutzt haben, die auch in jeder arithmetischen 
Halbgruppe gelten. 


®, Vgl. neben [2] auch [3], 32—33. 
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Verschärfung des Satzes von Richert über die Verteilung 
der quadratfreien Zahlen mit genau r Primfaktoren in einer 
arithmetischen Progression. 


In memoriam Egon Ullrich (1902— 1957). 
Von G. J. Rieger in Gießen. 





Wir bezeichnen mit x die p(k) zum Modul k gehörigen Charaktere, insbesondere 
mit x, den Hauptcharakter. c,, 1, - - -, €, Sind positive absolute Konstanten; p, Pı, P»--- 
bezeichnen stets Primzahlen, s = o + it eine komplexe Veränderliche, x eine hinreichend 
große positive und vorläufig als halbzahlig vorausgesetzte Veränderliche, d. h. 

() z=[2]+}. 
Ferner seien 

nd x(p)\ 
Us, D= Zxtndn+- mi HP) ‚o>1, 
n=1 ? Fn) 

die zu den genannten Charakteren gehörigen Dirichletschen Z-Reihen (für o < 1 durch 
analytische Fortsetzung erklärt) und 


Z(s, x)=2%x(p) p’,o> 1. 
pr 


Weiter sei 


r —1 
F,(s, x) = 2 (— aa | IT »n! w) Zr (s, x) Z" (2s, x) Z’’(rs, x). 


0sv,Ssri=1l,2,..,r =1 
r 


Zivy=r 
i=1 


Unter logs werde stets der Hauptzweig dieser Funktion verstanden. Die auftretenden 
0-Konstanten hängen höchstens von r ab. 
Für die Funktion 
7,(2; k,l) = 92 1 


Pr 9,SnM<'"<Pp 
Pi’ py=l (mod k) 


gilt folgender 
Satz 1 (von Richert!)). Es seien r,k und l natürliche Zahlen, (k,l) = 1; dann gilt 
für x Z2 und jedes e >0 gleichmäßig in k 
n,(z; k, l) ea F P2 A,(h, m, k) L, m+1(2) nn O(ze"@) 
(2) Pk) osmsuw osigr-ı er 
+0 (2'” m (o8kloglog 2”! ), 


p(k) log x 


!) Vgl. [2], Satz 1. 
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AR —1 
Alm 273mm) (jene 
oananiel.r n=1 osıshZ! 
Z ivyer, ni 
‘= 
| ( N. ') er (7) (AP >I09 (m +1), 
ksusn—2ı1—ı\ u ae ‚h 


(3) M(z) = c,log z, 


wo c, eine absolute Konstante und b eine nur von e abhängige Konstante bezeichnet, wo die 
O-Konstanten höchstens von r abhängen, wo abkürzend 


* (loglog u)» 
Inn = | BEE au 


10 (m+1= | e* gm Jog" &d£ 
0 
gesetzt wurde und wo die (m, k) die Entwicklungskoeffizienten der in |s—1|<yY 
regulären Funktion 


(Z(s, 2) + log(s— 1) Z” (2s, 4)" Z’r (rs, 4) = z ER (m, k) (1 — s)” 


bedeuten. 

Es ist offensichtlich, daß jede Vergrößerung der Größenordnung von M(x) als eine 
Verschärfung von Satz 1 aufgefaßt werden kann. Das zu erreichen wird das Ziel der vor- 
liegenden Arbeit sein (Satz 2). Es wird sich dabei herausstellen, daß (3) durch 


EEE ©, Zrlie 
ee max (log k, (log x loglog x)”:) 

ersetzt werden kann?). In der Durchführung lehnen wir uns an [2] an und geben nur 
die Änderungen wieder, die an den dortigen Überlegungen anzubringen sind. 


Beim Beweis von Satz 1 werden u. a. die folgenden vier Hilfssätze verwendet?). 


Hilfssatz 2. Es gibt ein c,, so daß L(s, xy) + 0 in 


en #7 Fo 
Glogkljı]| ’ © 


J. 


(4) o>21— 


Hilfssatz 3. Es gibt ein c,, so daß 


(5) T- (s, X) = Ollog k | t |) 


Hilfssatz 4. Es ist log L(s, x) regulär in (6), und es gilt dort 
(7) log L(s, x) = Ollogk |t |). 


2, Vgl. (25). 
) Die Hilfssätze werden wie in [2] numeriert. 
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Hiltssatz 11. Es gibt ein c,, so daß Z(s,x) regulär ist in 
3 1 
® tage see lm“, 
und es gilt dort 
(9) Z(s,x) = O(log k |t |) 
und 
Zins, x) = Oli) fürn 22. 


Unter Ausnutzung dieser Hilfssätze gelangt Richert auf dem Wege zum Beweis 
von Satz 1 zu folgendem Zwischenergebnis*): 
Es ist 
n,(z; kl) = 
(10) 


Ben jur x’ zlogx gr | 
gik) Ami z F,(s, x) ds + O (> —r ) +0 (* log’ kT) 
8 


T T 
” 1 
a ra 1740 (log kloglog =)" 
+0 (2 log RT) +0 (z “sh logz } 


wobei 


1 

(11) in mir Tz4 
und S eine den Punkt s=1A im positiven Sinne umlaufende Schleife von 1— a nach 1 
nach 1 — a ist. 

Wie man sich sofort überzeugt, wird in [2] beim Beweis von (10) im wesentlichen 
von a nur benutzt, daß es in einer unteren Abschätzung (8) der Gestalt 1—a so < 
auftritt, aus der immer noch (9) folgt. Nun ist bekannt, daß Aussagen vom Typ der Hilfs- 
sätze 1 bis 4 als direkte Folgerungen aus einer Aussage über die Größenordnung von 
|L(s, x) | im kritischen Streifen aufgefaßt werden können). Das bisher beste bekannte 
Resultat in dieser Richtung ist®): 


Hilfssatz A. In 


(loglog |: |)” 


x 
\ 


«(18 + Qogion [ED | Qoglog}eD*) 
(13) |L(s, 9) ]=0\e ni } 


Daraus folgt für die Hilfssätze 1 bis 4, daß in (4), (6), (8) und damit auch in (11) 
(eventuell mit anderen Konstanten) 


(14) logk|t| durch max (log k, (log (| | + 3) loglog (| t | + 3))"*) 


ersetzt werden kann), während (5), (7), (9) stehenbleiben können®). Damit haben wir 
insbesondere gefunden: 


‘) Vgl. [2], (44). 

5) Für die Begründung vgl. ?). 

®) Vgl. [1], 8. Satz 6.1. 

?) Den aus Hilfssatz 2 bzw. 3 bzw. 4 bzw. 11 durch die Substitution (14) entstehenden Hilfssatz bezeichnen 
wir mit Hilfssatz 2’ bzw. 3’ bzw. 4’ bzw. 11’. Für Hilfssatz 2’ vgl. [1], 8. Satz 6. 2; Hilfssatz 3’ folgt aus Hilfssatz A 
wie 8. Satz 7.1 aus 8. Satz 6.9 in [1]; für den Beweis von Hilfssatz 4’ bzw. 11’ vgl. den Beweis von Hilfssatz 4 
bzw. 11 in [2]. 

®) Aus Hilfssatz A würde außerdem folgen, daß in den O-Gliedern von (5), (7), (9) und damit, wie man 
sich wieder leicht an Hand des Beweises für (11) in [2] überlegt, auch in (20) log k| t| zulog k+ (log | t |loglog je 
verbessert werden kann. Doch würde das im Endergebnis nicht in Erscheinung treten. 
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Es gilt (10) mit 


(15) = — c, max (log k, (log Tloglog 7)"), T 4. 


Wir setzen jetzt 
(16) logk < (log x loglog 2)" 
voraus, und nach bekanntem Vorbild verfügen wir dann über 7 so, daß die Summe der 


drei von T abhängigen Restglieder in (10) der Größenordnung nach möglichst klein wird. 
Das ist der Fall für 


4, 
(17) log T = log'* x 


(loglog x)" 
Da wegen (17) offenbar die Voraussetzung (16) gleichbedeutend ist mit 
logk = 0 ((log T loglog T)'"), 
ist wegen (15) 
(18) cz (log x loglog 2)" > i \ 
und es folgt): 


Unter Voraussetzung von (16) ist mit einer (bei festem r) absoluten Konstante c, 


1 1 ® F,(s, x) ds 


AU» Tu’ m 
3 


T 


_c log'ız er 1 Zar < 
+0( ze ER ol »* (log kloglog z) ) 


p(k)log x 


Die Gültigkeit der Schlüsse in [2] bei der Berechnung des Schleifenintegrals über $ 
bleibt unberührt, wenn man außer der Ersetzung für a, nämlich (15) bzw. (18) an Stelle 
von (14), noch (3) durch 
log" x 


19 M(x2)=c,— 
( ) (z) 7) (loglog 2)" 


ersetzt. Man überzeugt sich sofort, daß die Argumentation wörtlich übertragen werden 
kann, und man gelangt über das Analogon von (63) in [2] zu einem Analogon von (65) 
in [2]: 

Es ist 


1 
P A,(h, Mm, k) L m T 
p(k) 0<SmsM() 0shsr—ı h, +ı( ) 


1 r—1 
u 17 40 (log k loglog z) ) 
+02) +0|2 Wr EEE: 


7,(z; k,l) = 
(20) 


mit (19) an Stelle von (3) und unter Voraussetzung von (16) an Stelle der in [2] gemachten 
Voraussetzung 


(21) logk s - Vlogx. 


®) Das ist das Analogon zu [2], (49). 
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Von der Einschränkung (1) kann man sich wie in [2] sofort befreien °). Ebenso wie 
man sich darüber hinaus von der Voraussetzung (21) befreien kann, ist das hier für die 
entsprechende Voraussetzung (18) möglich"). Es sei zunächst 


(22) (log x loglog x)" <logk Sch Vlog '? 


In (dem für alle k gültigen) Satz 1 werde die Summe bis M(xz) erstreckt. Der hinzu- 
konımende Fehler ist in trivialer Abschätzung?) 


r—ı\ 
0 (2 (log k loglog x) ), 
p(k) log x 
was wegen (22) ebenso wie das erste Fehlerglied des Satzes 1 vom zweiten majorisiert 
wird. Damit steht (20) auch für die k mit (22) da. Schließlich sei noch 


logk 2 c„Vlog x. 


Die triviale Abschätzung des Hauptgliedes ergibt wieder (23), was vom zweiten Fehler- 
glied von (20) majorisiert wird, und trivialerweise gilt !?) 


x 1- 
7,126, = 001) +0(7) -0(z er), 


Damit ist bewiesen: 


Satz 2. Es seien r,k und | natürliche Zahlen, (k,l) =1; dann gilt für jedes e > 0 
gleichmäßig in k 
1 
2,(2; kl) = k P} & A,(h, m, k) L,,m+1 (2) 
(24) ph) osmsuwn osisr-ı 
1 r—1ı 
—Mi(z + loglog x) 
+0 |ze"" " Fr. (log k loglog ) > 
| (ze +0|x Ik) log = (x > oo), 
r — 
Alıımkl)= 2 74O(-1trt“ (m „i n") ; (2 14 ı) er 
a" un ag n=1 0<sis n—iı us 5 
‚z DEEREN 


y—3i— ') di —24—1- (m, k) (7) (— 41)? Tu (m +1), 


hsusn—2i—l ( u EUR 

c, log x 
25 M = — AS nn 
(2, k) max (log k, (log x loglog z)"!) ’ 

wo c, eine (bei festem r) absolute Konstante und b eine nur von e abhängige Konstante be- 
zeichnet, wo die O-Konstanten höchstens von r abhängen, wo abkürzend 


z 
en (loglog u)* 
L,„(2) = log* u du 


2 
I" (m +1) = f et £® log" &d£ 
ö 
10) Vgl. [2], 192. 
1) Daß das in so einfacher Weise möglich ist, hat mir Richert, dem ich an dieser Stelle für die kritische 
Durchsicht des Manuskriptes herzlich danken möchte, mitgeteilt. 
12) Vgl. [2], 192. 
1) Vgl. [2], 198. 
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geseizt wurde und wo die d®, _„, (m, k) die Entwicklungskoeffizienten der in|s —1 |< % 
regulären Funktion 


(Zis, 2) + log (NY Zu(2s, 1) Zus )= 2ER, Im U—" 


bedeuten. 
Dem Beweis von Satz 2 schließen wir noch einige Bemerkungen an: 


4. Die auf Tatuzawa zurückgehende, bis heute beste bekannte Abschätzung im 
Primzahlsatz !*) 


: BE ı. 3 
(26) et (2. (loglog er) (x > oo) 
RN ’ log u ö 

ist in Satz 2 als Spezialfall enthalten. Setzt man nämlich r = 1 und k = 1, so bleibt im 
Hauptglied von (24) nur ein Summand stehen, und (24) geht in (26) über. 

2. Für beliebiges r und k = 1 ist Satz 2 eine Verbesserung aller bisher bekannten 
Ergebnisse in dieser Richtung. 

3. Das bis heute beste bekannte Ergebnis im Zusammenhang mit dem Primzahlsatz 
von Page-Siegel-Walfisz geht auch auf Tatuzawa zurück 5) und lautet: Es gilt 
1 


= 
ph) ui 


1— 


u : du ® ur 5 
n(z;k,l) = ih) tl +0 
gleichmäßig für alle k mit 

log x 

“ = Mi 
logk = cu loglog x 


Satz 2 hingegen liefert: Es gilt gleichmäßig für alle k 


1 f du me 
p(k) 


2 


+0 (ze eb) 4 AL 


“) Vgl. [1], 5. 
15) Vgl. [1], 9. Satz 2.2. 
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